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Woord vooraf
Natuurlijk schrijf ik dit woord vooraf achteraf. En als ik nu nog eens door-
blader wat ik heb geschreven, komt mij de volgende regel van Leslie Stephen
voor de geest: 'My book is now done, even to the title page...I could write
a good slashing review of it'. Bij nader inzien lijkt het me echter toch beter
om dit, zo daar inderdaad aanleiding toe bestaat, aan anderen over te laten.
Maar goed, het is klaar; zonder de hulp van velen was het nooit zo ver
gekomen. In de eerste plaats ben ik veel dank verschuldigd aan mijn pro-
motor, Prof. Dr. P. A. Verheyen. Zonder zijn daadwerkelijke belangstelling,
zijn gedurige bereidheid om al mijn probeersels te lezen en te bekritiseren en
zijn gewoonte mij herhaaldelijk te herinneren aan afgesproken tijdschema's
zou het boek nooit zijn geschreven. Ook mijn collega's van 'de gang' hebben
mij veel steun geboden. Vooral Drs. Th. Bemelmans verdient hier te worden
genoemd; hem wil ik van harte dank zeggen voor alle moeite die hij zich
heeft getroost, mijn verhalen telkens weer opnieuw van opbouwende kritiek
te voorzien. Ook Drs. J. van Lieshout was steeds bereid om gerezen proble-
men te helpen oplossen; in plezierig overleg was het mogelijk afspraken te
maken omtrent de afbakening van zijn en mijn promotie-onderwerp. Aan de
heren H. Mulders en J. Schuurmans van het Rekencentrum van de Katho-
lieke Hogeschool komt dank toe voor de hulp die zij hebben geboden bij
het tot rede brengen van het nogal weerbarstige ICL-programma voor line-
aire programmering, weerbarstig, doordat de computer telkens halverwege
het bijltje er bij neergooide ('XDLA needs... words more core').
Voorts wil ik mijn dank betuigen aan allen die hebben meegewerkt aan de
technische vormgeving van dit proefschrift. Genoemd moeten worden
Mevrouw M. de Swart-van de Leur die het manuscript met zijn vele formules
en rare tekens zo accuraat heeft getypt en de Heer A. Maas, die het mon-
nikenwerk van het samenstellen van het register voor zijn rekening heeft
genomen.
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Met dankbaarheid wil ik hier ook mijn ouders noemen, die mij in staat
gesteld hebben een universitaire opleiding te volgen en die steeds met belang-
stelling de voortgang van het werk hebben gevolgd. En niet in de laatste
plaats moet worden genoemd mijn lieve vrouw, die in feite de grootste
bijdrage tot dit proefschrift heeft geleverd door haar niet aflatende zorg
voor ons gezin. Dat ons huisraad voortaan op de optimale tijdstippen zal
worden vervangen durf ik echter niet te garanderen; per slot van rekening
handelt het proefschrift over produktiemiddelen en niet over (min of meer)
duurzame consumptiegoederen. Wellicht wordt aan deze laatste categorie
ook nog wel eens een publikatie gewijd.
Tilburg, april 1973. W. van Hulst
Inhoudsopgave
Woord vooraf / VII
Hoofdstuk I
INLEIDING
1.   Probleemstelling / 1
2. Enige uitgangspunten / 5
3.   Indeling van de studie / 6
Hoofdstuk II
DE KLASSIEKE BENADERING VAN DE INVESTERINGSBESLISSING
1.   Inleiding / 8
2.   De faktor tijd / 10
3.   De klassieke beslissingscriteria / 14
4.   De pay-back period als beslissingscriterium bij elkaar uitsluitende alter-
natieven / 16
5.  De interne rentevoet als beslissingscriterium bij elkaar uitsluitende al-
ternatieven / 16
6.   De kapitaalwaarde als beslissingscriterium bij elkaar uitsluitende alter-
natieven / 18
7.  De investeringsbeslissing bij elkaar niet uitsluitende alternatieven / 20
8.  Slotopmerkingen / 21
x                                     Inhoudsopgave
Hoofdstuk III
DE KLASSIEKE BENADERING VAN HET PROBLEEM VAN DE VERVANGING VAN
DUURZAME PRODUKTIEMIDDELEN
1.   Inleiding / 24
2.   De klassieke benadering in het algemeen / 25
3.   Het eenvoudigste model: 66n machine zonder opvolgers / 29
4.   Een eindige keten van n identieke machines / 30
5.   Een oneindige keten van identieke machines / 34
6.   De bepaling van het optimale begintijdstip van een keten / 35
7.  Het model van Terborgh / 37
7.1.   Uitgangspunten en procedure / 37
7.2. Het adverse minimum; analyse van de beslissing 'vervangen' / 40
7.3.   Analyse van het alternatief 'niet vervangen'; confrontatie van de
alternatieven / 41
7.4.    Slotopmerkingen / 45
8.   De opvatting van J. L. Meij / 46
8.1.   Inleiding / 46
8.2.   De theorie van J. L. Meij (1) / 46
8.3.   De theorie van J. L. Meij (2) / 51
8.4. Enige opmerkingen omtrent de theorie van J. L. Meij / 53
9.  Slotopmerkingen / 57
Hoofdstuk IV
DE BENADERING MET BEHULP VAN DYNAMISCHE PROGRAMMERING
1.   Inleiding / 59
2. Identieke vervanging met eindige planhorizon / 63
3. Identieke vervanging met oneindige planhorizon / 65
4. Niet-identieke vervanging met eindige planhorizon / 68
5. Alternatieve vervangingsmogelijkheid / 69
6.   Variaties op het thema / 70
6.1. Vervanging versus revisie / 70
6.2.   Onderbrekingen in de keten van machines / 71
6.3. Niet-identieke vervanging met eindige planhorizon, rekening
houdend met belasting op de winst / 72
7.   Slotopmerkingen / 75
Aanhangsel / 76
Inhoudsopgave                                 xi
Hoofdstuk V
DE BENADERING MET BEHULP VAN LINEAIRE PROGRAMMERING
1.   Inleiding / 84
2.  Het statische model van Albach / 86
3.   Het dynamische model van Albach / 90
4. Enig commentaar / 95
5.   Een verbeterd model / 96
5.1.   Inleiding / 96
5.2.   De formulering van de doelfunktie / 98
5.3.   De formulering van de liquiditeitsvoorwaarden / 101
5.4.   De formulering van de overige restricties / 104
5.5.   De invloed van de belasting op de winst / 106
5.6.   Afhankelijkheid / 109
6.   Slotopmerkingen / 111
Hoofdstuk VI
DE BENADERING MET LINEAIRE PROGRAMMER1NG, GECONFRONTEERD MET DE
ANDERE BENADERINGEN
1.   Inleiding / 114
2.     Het  model van 66n machine zonder opvolgers /1 1 5
3.   Het model van de eindige keten van al of niet identieke machines / 117
4.   Het model van de oneindige identieke keten en het model van
Terborgh / 120
5.    Het dynamische-programmeringsmodel van de niet-identieke vervanging
met eindige planhorizon / 122
6.    Het dynamische-programmeringsmodel van de niet-identieke vervanging
met eindige planhorizon en alternatieve vervangingsmogelijkheid / 123
7.   Slotopmerkingen / 124
Hoofdstuk VII
VERGELIJKING VAN DE VERSCHILLENDE BENADERINGEN AAN DE HAND VAN
EEN REKENVOORBEELD
1.   Inleiding / 125
2.   De gegevens / 126
XiI Inhoudsopgaue
3. Enige opmerkingen omtrent het toepassen van de verschillende modellen
in de concrete situatie / 130
4.    Het model van 66n machine zonder verdere opvolgers /  131
5.  Het model van de oneindige keten van identieke machines / 132
6.   Het model van Terborgh / 133
7.   Het dynamische-programmeringsmodel / 133
8.  De simultane investerings- en financieringspolitiek: de 1.p.-
benadering / 134
9.   Samenvatting / 142
Summary
THE REPLACEMENT OF DURABLE EQUIPMENT / 144





1.   PROBLEEMSTELLING
Vervangingsproblemen kunnen worden onderscheiden in twee categorietEn.
De ene categorie wordt in de literatuur wel aangeduid met de benaming
'Renewal and reliability'; deze categorie betreft de analyse van het gedrag
van een systeem waarvan de componenten met een bepaalde overgangs-
waarschijnlijkheid van de ene toestand (bijvoorbeeld 'goed') naar een andere
toestand (bijvoorbeeld 'defekt') kunnen overgaan ofwel in dezelfde toestand
kunnen blijven. Een dergelijk systeem kan bijvoorbeeld bestaan uit alle
gloeilampen die dienen voor de verlichting van een bepaald gebouwencom-
plex en die defekt kunnen raken met een kans, die bijvoorbeeld afhankelijk
is van het reeds verstreken aantal brand-uren. Door middel van een strategie
kan in dit proces worden ingegrepen (bijvoorbeeld de vervanging van een
lamp zodra hij defekt raakt, ofwel periodieke vervanging van alle lampen,
defekt of niet, etc.) met als doel de goede werking van het systeem in zijn
totaliteit tot op zekere hoogte te waarborgen. Deze categorie van problemen
vormt echter niet het onderwerp van deze studie; dit wordt gevormd door de
andere categorie, die de problematiek omvat van de vervanging van duur-
zame produktiemiddelen op grond van de omstandigheid dat deze onder-
hevig zijn aan technische en/of economische slijtage, wat onder meer tot
uiting komt in afnemende economische prestaties en daaruit resulterende
waardevermindering van het produktiemiddel in kwestie. De in het na-
volgende aan de orde te stellen vraagstukken kunnen dan ook worden ge-
plaatst in het kader van de investeringsanalyse binnen de onderneming,
waarbij het vraagstuk van de optimale levensduur (eigenlijk: gebruiksduur)
een belangrijke rol speelt.
In de literatuur met betrekking tot de investeringsproblematiek wordt de
investeringsanalyse echter meestal onafhankelijk van het levensduurprobleem
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behandeld. Doorgaans wordt uitgegaan van een exogeen bepaalde levens-
duur: 'Perioden van 10 jaar hebben daarbij om een of andere onnaspeurlijke
reden de voorkeur' ([53],  blz.  10) 1.  In  het  geval van elkaar uitsluitende
investeringsmogelijkheden wordt het probleem dan meestal zo gepresenteerd
dat slechts sprake is van 66n tijdstip waarop een investeringsbeslissing moet
worden genomen, welke beslissing een optimale keuze vereist uit een gegeven
aantal alternatieven. Deze keuze wordt gemaakt op basis van prognoses
betreffende de economische m6rites van ieder alternatief, die worden getoetst
aan een beslissingscriterium.
Deze benadering vertoont enige onbevredigende aspecten. In de eerste
plaats wordt het dynamische karakter van de beslissingssituatie miskend
doordat er slechts 66n beslissingstijdstip wordt aangenomen, hoewel in
werkelijkheid de mogelijkheid tot uitstel van een investering zeker niet mag
worden verwaarloosd. Dit bezwaar is overigens bitinen de klassieke bena-
dering gemakkelijk te ondervangen door iedere mogelijke startdatum van een
projekt te beschouwen als het begin van een afzonderlijk alternatief, maar in
de literatuur wordt slechts zelden van deze kwestie gewag gemaakt. In de
tweede plaats is de gefixeerde levensduur van de alternatieven onbevredigend,
omdat deze een re6le beslissingsmogelijkheid van de ondernemer a priori
uitschakelt: de beslissing namelijk van het buiten gebruik stellen van een
aanwezig duurzaam produktiemiddel. Nu bestaan er weliswaar vuistregels
als: de economische levensduur die in de investeringsanalyse wordt betrok-
ken, eindigt zodra de cash flow van het onderhavige alternatief negatief
wordt, maar dergelijke levensduur-'bepalingen' nemen uitsluitend de econo-
mische eigenschappen van het alternatief zelf in beschouwing. Zij houden
er geen rekening mee dat volgende investeringen een sterke invloed kunnen
hebben op de economische levensduur van het onderhavige alternatief en
daarmee op de onderhavige investeringsbeslissing. De conclusie is dan ook
dat een exogeen bepaalde levensduur als zodanig onjuist is.
In samenhang met de a priori vastgestelde economische levensduur geldt
nog dat de beslissing over het al of niet realiseren van een bepaald alternatief
in deze benadering genomen wordt zonder acht te slaan op de consequenties
van deze beslissing op latere investeringsmogelijkheden (bijvoorbeeld ten
aanzien van beschikbaarheid van middelen). Alles wat zich afspeelt na afloop
van de op welke wijze dan ook gefixeerde levensduur, onttrekt zich als het
ware aan de waarneming. Het gevolg van een en ander is dan ook dat geen
rekening kan worden gehouden met technische vooruitgang waarvan wij
veronderstellen dat deze zich alleen manifesteert in nieuwe duurzame pro-
1  De getallen tussen vierkante haken verwijzen naar de literatuurlijst op blz. 148.
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duktiemiddelen, dus marginaal is. Maar juist de technische vooruitgang is
een belangrijke stimulans om tot investeringen (in betere apparatuur) over
te gaan en het is derhalve niet juist dit verschijnsel buiten beschouwing
te laten.
Anderzijds wordt het vraagstuk van de optimale economische levensduur
in de oudere bedrijfseconomische literatuur wel aan de orde gesteld, maar
meestal niet in verband met de investeringsproblematiek. Vooralin de oudere
Nederlandse literatuur wordt dit probleem behandeld in samenhang met de
theorie over de 'juiste' kostprijs- en resultatenbepaling waartoe het nood-
zakelijk is over een 'correcte' afschrijvingsmethode te beschikken. Alhoewel
dit een belangrijk vraagstuk is, ligt in deze studie de nadruk op het aspect
van de investeringsproblematiek.
In dit kader zijn twee benaderingswijzen mogelijk die min of meer in
elkaars verlengde liggen. De ene wijze van aanpak heeft met name het
economische mechanisme van de vervanging als zodanig tot onderwerp en
stelt zich vooral tot doel de optimale economische levensduur te bepalen van
elke afzonderlijke schakel van een zich in de tijd manifesterende keten van
duurzame produktiemiddelen. Hierbij wordt afgezien van het kader waarin
dit mechanisme werkzaam is, zodat de vraag omtrent de toewijzing van
schaarse middelen, hetzij fysieke, hetzij financitle, niet aan de orde wordt
gesteld. Evenmin komt de vraag ter sprake of de vervanging als zodanig
eigenlijk wel economisch verantwoord is; het staat tevoren vast dat een
machine zal worden vervangen, de enige vraag is op welk tijdstip dit moet
gebeuren. 'It is usual in economic literature to distinguish between re-
investment and net-investment, re-investment being treated as a separate
phenomenon obeying to specific laws (. . .) The results of the study have
lead to some doubt with regard to the above made distinction and it is
questioned whether this distinction can be maintained under all circum-
stances'  ( [54],  blz.  186).  Wij  zijn  tot de conclusie gekomen  dat deze twijfel
gerechtvaardigd is, wat leidde tot de in het verlengde van de bovengenoemde
wijze van benadering liggende aanpak van de simultane investerings- en
financieringsplanning, waarbij als beslissingsmogelijkheden zowel het in-
vesteren en het financieren als het desinvesteren worden beschouwd. '. . . the
producer is concerned with scrapping old machines and buying new ones
in order to keep his capacity in line with demand. In fact he then makes at
least two separate decisions, one for scrapping and, not necessarily at the
same  moment  of time,  one for buying a  new  one'  ( [54],  blz.  186).  Bij  deze
beslissingen dient rekening te worden gehouden met de schaarste van de
beschikbare middelen welke door zowel interne als externe faktoren wordt
veroorzaakt. Kortweg gezegd hebben wij in deze studie er naar gestreefd een
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investerings- en financieringsmodel op te stellen waarin binnen de door
schaarste-invloeden bepaalde beslissingsruimte een optimale investerings-
en financieringspolitiek kan worden vastgesteld, welke politiek zowel uit-
breidingsinvesteringen als desinvesteringen en vervangingen op het optimale
moment en op een optimaal niveau mogelijk maakt.
Voorzover ons bekend is een van de eerste schrijvers over het probleem van
de vervanging van duurzame produktiemiddelen, toegespitst op het boven-
genoemde mechanisme van de vervanging in een keten van produktie-
middelen, J. S. Taylor geweest, die in 1923 zijn artikel 'A statistical theory
of depreciation' publiceerde in het Journal of the American Statistical Asso-
ciation. Korte tijd later (1925) volgde in hetzelfde tijdschrift een artikel van
H. Hotelling over hetzelfde onderwerp. Ongeveer in deze periode werd ook
in Nederland aandacht besteed aan dit probleem maar vooral in verband
met het vraagstuk van de correcte afschrijvingsmethode. Hierbij ontwikkel-
den met name Th. Limperg en ook N. J. Polak de idee, een produktiemiddel
te beschouwen als een voorraad werkeenheden. Pas in 1940 werd het
probleem opnieuw aan de orde gesteld en wel door G. Preinreich in een
artikel in Econometrica van januari 1940. Dit artikel, dat wederom de be-
paling van de optimale levensduur centraal stelde, vormde de basis van de
behandeling van dit onderwerp door F. en V. Lutz in hun welhaast klassieke
boek'The theory of investment of the firm' (1951). Een grote stimulans voor
de theorie van de vervanging van duurzame produktiemiddelen als essentieel
onderdeel van de investeringsanalyse werd gegeven door G. Terborgh in
zijn boek 'Dynamic equipment policy' (1949) die zijn theorie baseerde op
het begrip 'adverse minimum'. In Nederland  was  het  J.  L.  Meij  die  in  1956
een brochure publiceerde waarin hij de tot dusver genoemde theorie6n de
revue liet passeren, van kritisch commentaar voorzag en een eigen theorie
formuleerde die, gebaseerd op de vervangingswaarde-theorie, toch weer de
nadruk legde op de 'juiste' bepaling van de afschrijvingen, alhoewel hij het
verband met de investeringstheorie wel degelijk in zijn beschouwingen be-
trok. Rond deze tijd werden de methoden van dynamisch programmeren
geformuleerd waarbij het vervangingsprobleem vaak als illustratie werd
gebruikt. In Nederland werkte L. Traas de Terborgh-theorie verder uit (1968)
en schreef J. Wemelsfelder enkele artikelen die met name over de Terborgh-
interpretatie enige discussie uitlokten. Enkele jaren eerder formuleerde
H. Albach zijn investerings- en financieringsmodel in de vorm van een
lineaire-programmeringsmodel op basis waarvan wij verder hebben gewerkt.
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2. ENIGE UITGANGSPUNTEN
In het navolgende wordt van de volgende premissen uitgegaan:
- Beslissingen worden genomen op een tijdstip en vergen op zichzelf geen
tijd. Wij zijn ons er van bewust dat dit een abstractie is van de werkelijkheid,
waar een beslissing doorgaans zelf een proces is dat vaak op zijn beurt moet
worden gestuurd. Om het betoog niet te ingewikkeld te maken is van deze
complicatie afgezien.
- Alhoewel de te bespreken modellen zogenaamde optimale oplossingen
geven, moet het begrip 'optimaal' niet absoluut worden opgevat. De uit-
eindelijke beslissing wordt altijd genomen op basis van meer argumenten dan
in de modellen tot uitdrukking kunnen worden gebracht (de imponderabilia),
zodat een dergelijk model niet meer kan zijn dan een, weliswaar belangrijk,
hulpmiddel bij de beslissingsvoorbereiding (vergelijk ook [33], blz. 6).
- In het navolgende betoog worden alle grootheden als deterministisch op-
gevat; een specifieke analyse van onzekerheid en risico ontbreekt. Wij willen
het belang van een expliciete behandeling van deze faktoren in de modellen
niet ontkennen, maar: 'Introduction of uncertainty causes even more dif-
ficulty, requiring specification of the costs and attitudes towards uncertainty,
as well as a description of the uncertainty itself. This is true regardless of
whether uncertainty is random (as is uncertainty about the weather) or non-
random (as is uncertainty about future demands) in nature' ([50], blz. 31).
Wij betwijfelen of deze specifikatie op een zinvolle wijze kan geschieden,
behoudens onder zeer stringente veronderstellingen. In dit kader moge ver-
wezen worden naar o.a. [43] en [44].
- Teneinde de analyst te kunnen beperken tot de onderneming als zelf-
standige eenheid wordt het klassieke uitgangspunt aanvaard dat de indivi-
duele onderneming geen invloed heeft op de marktverhoudingen, zowel aan
de inkoop- als aan de verkoopzijde.
- Reeds enige malen is het begrip economische levensduur ter sprake ge-
komen. In het navolgende wordt steeds verondersteld dat de economische
levensduur in elk geval niet langer is dan de technische levensduur, waarbij
men onder dit laatste begrip kan verstaan de periode gedurende welke het
produktiemiddel technisch gezien in staat is een bepaalde funktie in het pro-
duktieproces te vervullen. Deze technische levensduur is in theorie onbe-
perkt: het is alweer in theorie mogelijk, eventueel ten koste van zeer grote
offers, een produktiemiddel te handhaven gedurende een onbeperkte tijd.
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Uiteraard komt dit tot uiting in de cash flows, zodat het betindigen van
de levensduur altijd kan worden gegrond op economische overwegingen.
Samenvattend:  in de onderhavige problematiek is slechts de economische
levensduur van belang.
- We veronderstellen in het vervolg dat de funktie van een bepaald produk-
tiemiddel in de onderneming gegeven is. Met andere woorden het 'Ferti-
gungsprogramm' is een datum, wat betekent dat er slechts 66n produktie-
techniek is verondersteld. Deze veronderstelling is noodzakelijk bij de
analyse van het vervangingsmechanisme in de conceptie van een keten van
produktiemiddelen, maar niet in de modellen die de ondernemingsbeslissing
aangaande investeren en desinvesteren niet noodzakelijk als onverbrekelijk
met elkaar verbonden beschouwen. Deze veronderstelling is echter ook hier
aanvaard omdat deze geen essentiele zaken betreft en de omvang van de
modellen tot het redelijke beperkt.
3. INDELING VAN DE STUDIE
De indeling van deze studie loopt gedeeltelijk parallel met de in de eerste
paragraaf van dit hoofdstuk geschetste historische ontwikkeling. Het tweede
hoofdstuk behandelt in het kort de klassieke investeringstheorie en de hierbij
gebruikelijke beslissingscriteria. In hoofdstuk III komen de wat wij genoemd
hebben klassieke vervangingsmodellen aan de orde, waarbij de bepaling van
de optimale levensduur van iedere schakel van een keten van machiqes
centraal staat. In dit hoofdstuk komt tevens de theorie van Terborgh aan de
orde ofschoon deze eigenlijk een ander punt van uitgang heeft, namelijk de
keten van beslissingen. Niettemin transformeert hij dit probleem door middel
van voor deze theorie zeer kenmerkende veronderstellingen weer tot een
keten van machines, reden waarom wij deze theorie toch in dit hoofdstuk
hebben opgenomen. Ook de theorie van J. L. Meij, die op het eerste gezicht
vrij moeilijk in een bepaalde categorie van theorieen is in te delen, vindt in dit
hoofdstuk een plaats.
Hoofdstuk IV behandelt het vervangingsvraagstuk benaderd met behulp
van dynamische programmering. Hier staat niet de keten van produktie-
middelen centraal in de analyse, maar de keten van beslissingen die ieder
voor zich weer een basis vormen voor een volgende beslissing. Getracht is
om in zowel hoofdstuk III als in hoofdstuk IV te werk te gaan volgens de
afnemende abstractie. Naarmate de veronderstellingen die aan de modellen
ten grondslag liggen, minder stringent werden, namen de modellen echter in
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omvang toe, zodanig dat met name de dynamische programmering de
grenzen van zijn toepassingsmogelijkheden bereikte: het dimensieprobleem
manifesteerde zich in zijn volle zwaarte. Daarom is in hoofdstuk V een
andere weg gekozen en wel die van de (geheeltallige) lineaire programmering.
In dit hoofdstuk wordt eerst een model van Albach besproken, waarbij blijkt
dat dit model voor verbetering vatbaar is. Dit geschiedt in de vij fde paragraaf
van dit hoofdstuk, waarin tevens enige aandacht wordt besteed aan onder-
linge afhankelijkheid tussen de economische en technische karakteristieken
van de alternatieve produktiemiddelen en aan de invloed van belasting op
de winst. Het belangrijkste is echter dat in dit hoofdstuk een model wordt
gegeven dat zowel de investeringen als de financieringen optimaliseert en
waarbij de vervangingsbeslissing wordt beschouwd als tweeledig: het buiten
gebruik stellen van een bestaand produktiemiddel en het in gebruik nemen
van een nieuw is niet meer noodzakelijk aan 66n tijdstip gebonden.
Het blijkt dat de benadering met behulp van lineaire programmering
ruime mogelijkheden biedt. Dit leitide tot de vraag of dit in omgekeerde
richting ook gold: kan het 1.p.-model door het toevoegen van de nodige
veronderstellingen worden getransformeerd, zodanig dat het dezelfde situa-
ties beschrijft als de modellen van de hoofdstukken III en IV? Deze vraag
wordt aan de orde gesteld in hoofdstuk VI; het blijkt dat dit voor de voor-
naamste modellen van de hoofdstukken III en IV het geval is, al moeten
voor sommige details enige concessies worden gedaan.
De weergave van de verschillende modellen laat op zichzelf beschouwd
nauwelijks het trekken van conclusies met betrekking tot hun onderlinge
overeenkomsten en verschillen toe. Daarom is in hoofdstuk VII een hypo-
thetische situatie geschetst in de vorm van een cijfervoorbeeld, dat telkens
volgens verschillende modellen wordt doorgerekend. Uiteraard kunnen geen
algemeen geldende conclusies worden gebaseerd op een in wezen beperkte
case, beperkt in die zin dat per slot van rekening een zeer specifieke situatie
wordt beschreven. Niettemin hopen wij dat een dergelijk concreet voorbeeld
de eigenschappen van de verschillende modellen in een helderder licht plaatst.
II
De klassieke benadering van
de investeringsbeslissing
1. INLEIDING
In dit hoofdstuk zullen wij in het kort aandacht schenken aan de klassieke
benadering van de investeringsbeslissing, dat wil zeggen aan de beoordeling
van investeringsakties waarbij de levensduur van ieder afzonderlijk projekt
als exogeen bepaald wordt beschouwd. Alvorens hiertoe over te kunnen gaan
moeten wij echter een norm formuleren, waaraan de nog te bespreken pro-
cedures kunnen worden getoetst.
Ons uitgangspunt is de veronderstelling dat de onderneming, inzoverre
zij economisch handelt, zich baseert op het economisch principe, dat kortweg
kan worden geformuleerd als: het economisch subjekt optimaliseert het
resultaat van de inspanningen die het zich getroost bij zijn streven naar
welvaart. Zonder ons te willen mengen in de discussies omtrent het doel van
de onderneming I willen wij in de onderhavige studie dit principe vertalen
in de doelstelling: winstmaximalisatie op lange termijn 2, dit in navolging
van Goldschmidt [29] en Argenti [5].
Op deze wijze geformuleerd is deze doelstelling als norm voor concrete
beslissingen nog weinig operationeel. Het is echter niet noodzakelijk en
bovendien niet mogelijk dat iedere beslissing die op een willekeurig niveau
in de onderneming wordt genomen, steeds direkt wordt getoetst aan de doel-
stelling waarop het totale handelen van de onderneming is gericht. Door-
gaans kan worden volstaan met een toetsing aan een (of meer) van deze
hoofddoelstellingen afgeleide subdoelstellingen. Men dient dan telkens wel
1   Zie hiervoor o.a. [5], [9], [10], [25] blz. 245 e.v. en [291.
2  De Jong merkt op dat, hoewel ook andere doelstellingen voorkomen, de hier gehan-
teerde 'niet onredelijk (lijkt) gezien de onmiskenbare verklaringskracht en toepassings-
mogelijkheden van deze modellen, en het rudimentaire stadium waarin alternatieve mo-
dellen zich nog bevinden'.  (Zie  [42]  blz. 415).
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te verifiBren of deze afgeleide doelstelling in de gegeven omstandigheden
consistent is met de hoofddoelstelling, teneinde suboptimalisatie te voor-
komen. Dit wit zeggen dat aan elke subdoelstelling nevenvoorwaarden zijn
verbonden.
Als afgeleide doelstelling als richtlijn voor de investeringsbeslissing stellen
wij de maximalisatie van de winst die uit de te ondernemen aktie voortvloeit
gedurende een vooraf bepaald tijdvak, het plantijdvak, dat enerzijds be-
grensd wordt door het eerste tijdstip waarop een beslissing wordt genomen
en anderzijds door de planhorizon. Deze planhorizon kan eventueel oneindig
ver weg gelegen zijn 3. Evenwel is het begrip 'winst gedurende het plantijd-
vak' nog te vaag om hieruit een eenduidige norm te kunnen destilleren
(vergelijk ook  [33], blz. 31). De winst komt namelijk min of meer geleidelijk
in de loop van de tijd ter beschikking, zodat het nodig is de faktor tijd zelf
in de norm op te nemen. De wijze waarop dit moet gebeuren is nog steeds
onderwerp van discussie.  In de volgende paragraaf zullen we aangeven welke
oplossing wij voor dit probleem gekozen hebben.
De tijdsfaktor is er ook de oorzaak van dat de boekhoudkundige periode-
winst als maatstaf voor de beoordeling van investeringsakties minder ge-
schikt is (hoewel nog wel anders luidende opvattingen worden gehoord,
vergelijk [39], blz. 18 noot en blz. 30). Deze laatste wordt immers beinvloed
door het toerekenen van eenmalige ontvangsten en uitgaven aan meer perio-
den. Dergelijke toerekeningen hebben vaak een arbitrair karakter doordat
er geen objectief economisch criterium aan ten grondslag gelegd kan worden
ofwel doordat ze geschieden op grond van korte-termijnoverwegingen waar-
van het verband met het economisch principe soms ver te zoeken is. Be-
schouwt men echter een voldoende lang tijdvak, dan zullen deze toereke-
ningen gedeeltelijk tegen elkaar wegvallen en voor het overige resulteren in
daadwerkelijke ontvangsten en uitgaven (vergelijk ook [75], blz. 5 en 6).
Voor het gestelde doel kan dus worden volstaan met het in beschouwing
nemen van de periodieke ontvangsten en uitgaven die oorzakelijk verbonden
zijn met de aktie. Een en ander resulteert dan in het begrip 'cash flow' dat
we kortweg defini6ren als winst voor aftrek van afschrijvingen, voorzieningen
en (eventueel) rente op eigen vermogen, en na aftrek van belastingen (zie
ook [63], hoofdstuk VII).
Vatten we het voorgaande samen dan kunnen we zeggen dat voor de
onderhavige investeringsproblematiek de hoofddoelstelling: maximale winst
op lange termijn, is vertaald in de subdoelstelling: maximaliseer de cash
3   Het begrip planhorizon zal nader worden uitgewerkt in hoofdstuk V.
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flows gedurende het plantijdvak en wel zodanig dat rekening gehouden
wordt met de invloed van de tijdsfaktor.
Deze subdoelstelling is ten aanzien van individuele investeringsakties
onderworpen aan een aantal nevenvoorwaarden, zoals dit het geval is met
iedere afgeleide doelstelling. Deze nevenvoorwaarden worden voor een deel
reeds weerspiegeld in de presentatie van de alternatieven. De verzameling
van alternatieven zal immers alleen die akties omvatten die passen bij de
aard van de onderneming. Andere restricties zullen echter expliciet genoemd
moeten worden. Te denken valt aan voorwaarden omtrent de beschikbaar-
heid van financieringsmiddelen en van andere produktiemiddelen, eisen ten
aanzien van liquiditeit, winstuitkeringen enz. In de behavioristische visie op
de onderneming houdt men tevens rekening met voorwaarden betreffende de
aspiratieniveaus van de participanten, welke aspiratieniveaus in verschillende
mate kwantificeerbaar kunnen zijn.
Hoewel de gekozen subdoelstelling onderworpen is aan bovengenoemde
categorieEn nevenvoorwaarden, zullen we deze niet steeds uitdrukkelijk
vermelden, teneinde dorre opsommingen te vermijden. We veronderstellen
dat aan deze restricties wordt voldaan tenzij uit de contekst het tegendeel
blijkt.
2. DE FAKTOR TIJD
In de formulering van de subdoelstelling ten behoeve van de investerings-
beslissing, zoals wij deze in de vorige paragraaf hebben weergegeven, wordt
vagelijk gesproken over het 'rekening houden met de invloed van de tijds-
faktor'. Over de wijze waarop dit probleem moet worden opgelost, lopen de
meningen uiteen. Het valt echter buiten het kader van deze studie een uit-
puttende behandeling van alle opvattingen omtrent dit vraagstuk te geven
en wij willen dan ook volstaan met het noemen van de oplossing die wij heb-
ben gekozen. Deze oplossing bestaat in het wegen van de afzonderlijke cash
flows met een disconteringsfaktor.
In het algemeen kan worden geconstateerd dat een economisch subjekt
een zekere tijdsvoorkeur aan de dag legt, in die zin dat toekomstige voordelen
relatief lager worden gewaardeerd dan tegenwoordige en dat toekomstige
nadelen minder zwaar worden gewogen dan huidige. Wij zijn van mening
dat een dergelijke tijdsvoorkeur in de grond van de zaak zijn verklaring vindt
in twee fundamentele omstandigheden, die we kunnen aanduiden met econo-
mische resp. psychologische faktoren; de economische faktoren kunnen
weer worden onderscheiden in monetaire en in reae invloeden. Wat de
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monetaire invloeden betreft, is daar het verschijnsel van de inflatie, waarmee
ieder individueel economisch subjekt wordt geconfronteerd en waarop dit
subjekt praktisch geen invloed kan uitoefenen. Het is logisch dat het subjekt,
i.c. de onderneming, zich tracht te wapenen tegen de kwalijke gevolgen van
dit verschijnsel, wat kan gebeuren door toekomstige nominale bedragen te
vermenigvuldigen met een geschatte waardeverminderingsindex, die in een
disconteringsfaktor tot uitdrukking kan worden gebracht.
De reale invloeden houden verband met de omstandigheid dat een aktie
slechts dan wordt ondernomen, als het resultaat van deze aktie minstens ge-
lijk is aan de opofferingen die men zich voor deze aktie heeft getroost. Deze
opofferingen betreffen in een economisch proces meestal het prijsgeven van
beschikkingsmacht over produktiefaktoren, welke beschikkingsmacht in een
op geldverkeer gebaseerde economie kan worden weergegeven als beschik-
kingsmacht over vermogen. Anders geformuleerd, men geeft de beschik-
kingsmacht over zijn vermogen prijs met het oogmerk hierdoor een meer-
waarde (rent) te verkrijgen die in elk geval niet negatief is.
Nu is vermogen een schaars goed. Deze schaarste impliceert dat er door de
investeringsmogelijkheden met niet negatieve meerwaarde meer vermogen
wordt gevraagd dan beschikbaar is. Als gevolg daarvan komen alleen die
investeringsmogelijkheden voor realisatie in aanmerking die een positieve
meerwaarde opleveren, hetgeen leidt tot de slotsom dat in deze situatie ver-
mogen niet alleen een niet-negatieve, maar zelfs een positieve meerwaarde
heeft. Uiteraard wordt deze meerwaarde alleen dan gerealiseerd, als men zijn
beschikkingsmacht over het vermogen daadwerkelijk prijsgeeft.
Uit de omstandigheid dat vermogen zelf een meerwaarde kan opleveren,
kan worden geconcludeerd dat bij vergelijking van twee op verschillende
tijdstippen vrijkomende maar nominaal gelijke bedragen, het bedrag dat het
eerst vrijvalt, hoger gewaardeerd zal worden dan het andere. Het vroegst ter
beschikking komende bedrag biedt immers gedurende een langere periode
de mogelijkheid om de aan dit bedrag verbonden meerwaarde te realiseren
dan het later vrijkomende bedrag, aangenomen dat vermogen schaars blijft
en de herbeleggingsmogelijkheden verder identiek zijn. Deze hogere waar-
dering voor eerder ter beschikking komende bedragen kan tot uitdrukking
worden gebracht in een disconteringsfaktor die is afgestemd op de te ver-
krijgen meerwaarde.
De bovengenoemde psychologische faktoren, als gevolg waarvan toe-
komstige voordelen lager worden gewaardeerd dan tegenwoordige, hangen
wellicht samen met een soort gevoel van onzekerheid ten aanzien van de toe-
komst, dat op een of andere wijze zijn weerslag vindt in een lagere waarde-
ring, een soort onderschatting van de toekomst.
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Wellicht ten overvloede merken we nog op dat een disconteringsfaktor
geen optelsom is van elementen die op bovengenoemde omstandigheden
betrekking hebben. Nog daargelaten dat bovenstaande opsomming waar-
schijnlijk verre van volledig is, beinvloeden al deze omstandigheden en fak-
toren elkaar over en weer, zonder dat duidelijk is op welke wijze dit gebeurt.
Hoewel in het voorgaande is gesproken over een disconteringsfaktor, staat
het niet vast dat een dergelijke faktor in de tijd constant is en evenmin of
deze voor iedere component van een cash flow dezelfde moet zijn. Uit het
voorgaande moge blijken dat de hoogte van een disconteringsfaktor af-
hankelijk is van de herbeleggingsmogelijkheden van vrijkomende bedragen.
Deze herbeleggingsmogelijkheden zullen zeker niet identiek zijn, maar bij-
voorbeeld afhankelijk zijn van de technische ontwikkeling en dus variBren
in de tijd. Op grond hiervan wordt wel gepleit voor het bepalen van eind-
waarden van de cash flows ten tijde van de planhorizon (zie bijvoorbeeld
[3] en [14]) opdat met de verschillen in de herbeleggingsmogelijkheden kan
worden rekening gehouden. Van deze complicaties zien wij echter af en we
veronderstellen dus dat het mogelijk is een constante disconteringsfaktor te
bepalen die de tijdsvoorkeur van de onderneming ten tijde van de beslissing
correct weergeeft. Deze veronderstelling is impliciet reeds gemaakt toen wij
als uitgangspunt kozen dat de onderneming geen invloed heeft op markt-
verhoudingen.
Maar ook als men deze veronderstelling accepteert, blijft het feit bestaan
dat een cash flow bestanddelen kan bevatten die niet aan een tijdsvoorkeur
van de onderneming maar aan een tijdsvoorkeur van anderen is onderwor-
pen. Dit is met name het geval als men de analyse beperkt tot investerings-
akties die louter bestaan uit fysieke projekten, dus zonder dat men de
financiering er van mede in de beschouwing betrekt. De uit dergelijke akties
voortvloeiende cash flows zullen dan onder meer gebruikt moeten worden
als dekking van aflossings- en renteverplichtingen, althans indien mede met
vreemd vermogen is gefinancierd. Met andere woorden, deze (bruto) cash
flows bestaan gedeeltelijk uit vreemd vermogen, waarvoor niet de tijdsvoor-
keur van de onderneming geldt, maar die van de vermogensverschaffers.
De oplossing van dit probleem is er voor te zorgen, dat de cash flows
uitsluitend uit eigen vermogen bestaan. Dit kan gebeuren door uitsluitend
netto cash flows in de berekeningen te betrekken, dat wil zeggen cash flows
na aftrek van rente- en aflossingsverplichtingen. Een projekt dat op ver-
schillende manieren kan worden gefinancierd, geeft dus even veel cash-flow-
reeksen als er financieringsmogelijkheden zijn. Kortweg gezegd, het voorwerp
van onderzoek is niet het projekt ais technisch bepaalde grootheid, maar de
investeringsaktie (vgl. [65]).
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Wij zijn ons ervan bewust, dat dit niet altijd direkt mogelijk is, vooral als
er meer projekten op stapel staan: de financieringsstromen kunnen dan niet
of nauwelijks aan elk afzonderlijk projekt worden toegewezen. In dit geval
dient men bij de analyse beslist het financieringsplan te betrekken. Men kan
de verschillende mogelijke financieringsvormen dan zien als negatieve in-
vesteringen met 66n positieve cash flow (het ontvangen van het bedrag) en
verder alleen negatieve (rente- en aflossingsbetalingen). Deze 'investeringen'
worden tegen dezelfde disconteringsfaktor gewaardeerd als de bruto cash
flows van de projekten, wat in totaal op hetzelfde neerkomt als het recht-
streeks waarderen van de netto cash flows.
Omtrent de bepaling van de hoogte van de disconteringsfaktor kan het
volgende worden opgemerkt. We hebben gezien dat het prijsgeven van
beschikkingsmacht over vermogen, met het doel een meerwaarde te ver-
krijgen (welke meerwaarde tevens compensatie is voor inflatie en recht doet
aan de genoemde psychologische faktoren) tevens inhoudt het prijsgeven van
de mogelijkheid tot realisatie van meerwaarde uit andere investeringsmoge-
lijkheden. Dit betekent dat men slechts dan bereid is een bepaalde aktie te
ondernemen als deze een hogere opbrengst oplevert dan het beste niet ge-
kozen alternatief. Als discontovoet zal men derhalve het rendement kiezen
van dit laatstgenoemde alternatief. Hier doet zich echter de fundamentele
moeilijkheid voor, dat bij de aanvang van een investeringsanalyse de rang-
schikking van de alternatieven niet bekend is, omdat deze juist de uitkomst
van de analyse is.
Het is daarom noodzakelijk een schatting te maken van deze opportunity
cost teneinde met de analyse een aanvang te kunnen maken. Deze schatting
kan op verschillende manieren plaats vinden, maar deze kunnen worden
samengevat  in twee hoofdcategorieen:
a. de raming geschiedt extern en wordt door derden aan de onderneming
als eis opgelegd;
b. de raming gebeurt intern.
Ad a. Deze derden zullen doorgaans de vermogensverschaffers zijn, die
alleen dan bereid zijn hun vermogen ter beschikking te (blijven) stellen als
zij verzekerd zijn van een bepaald rendement. Zij baseren hun eisen op
alternatieve beleggingsmogelijkheden. In principe moeten zij ter afweging
van deze mogelijkheden echter zelf een investeringsanalyse uitvoeren, zodat
zij dan op hun beurt met de bovengenoemde moeilijkheid worden geconfron-
teerd. Dit is dan echter geen probleem voor de onderneming en als de ver-
mogensverschaffers eenmaal hun eisen ten aanzien van het rendement hebben
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gesteld, op wat voor wijze zij ook tot deze formulering zijn gekomen, zal
de onderneming hieraan tegemoet moeten komen.
Ad b. De interne raming kan  op vele wijzen geschieden. Als maatstaf worden
o.a. aanbevolen:
- de gemiddelde rentabiliteit van het totale eigen vermogen van de onder-
neming  tot  nu toe behaald;
- de rentabiliteit die nodig is om een bepaalde groei (secundaire doelstelling)
te financieren;
- de gemiddelde rentabiliteit van de representatieve onderneming in de
bedrijfstak.
Deze maatstaven ten behoeve van een zo goed mogelijke bepaling van de
discontovoet zijn en blijven niet meer dan hulpmiddelen. Elke maatstaf ver-
toont onvolkomenheden en is alleen betrouwbaar te achten onder specifieke
veronderstellingen. Wij willen hier niet verder op ingaan, aangezien dit ons
te ver zou voeren. Een korte samenvatting van pro en contra kan men vinden
in [55].
Uit het bovenstaande moge blijken dat de concrete vaststelling van de
discontovoet een probleem vormt, waarvoor geen algemeen geldende regels
zijn aan te geven. Het verdient dan ook aanbeveling dat een onderneming de
te hanteren discontovoet rechtstreeks of op basis van bovengenoemde hulp-
middelen expliciet opneemt in de doelstelling.
3. DE KLASSIEKE BESLISSINGSCRITERIA
De in de traditionele literatuur meest gehanteerde beslissingscriteria, te
weten de terugvloeiingstijd, de interne rentevoet en de kapitaalwaarde, be-
rusten alle op 66n basisformule die meestal als volgt wordt weergegeven
(vergelijk [64], blz. 45 e.v.):
K = f F,(1 + r)-          (m  5 n) (2.1)
j=0
waarin
K = de contante waarde van de cash flows die ontstaan uit de onderhavige
investeringsaktie gedurende m perioden;
Fi=de cash flow die vrijkomt aan  het einde van de je  periode;
m = het aantal perioden dat in de beschouwing wordt betrokken;
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n  = de looptijd (in perioden) van de onderhavige aktie; indien deze aktie
66n projekt betreft, is n gelijk aan de levensduur van dit projekt;
r   = de discontovoet  x 100 %.
De terugvloeiingstijd (pay-back period) volgt uit (2.1) door op grond van
gegeven Fj en r het kleinste aantal perioden m te bepalen zodanig dat K = 0.
Stelt men hierbij r=0 dan verkrijgt men de zogenaamde simple pay-back
period, is r>0 dan spreekt men van de economische pay-back period.
De interne rentevoet verkrijgt men door in (2.1) te stellen K=O e n
m  =  n  en  vervolgens  r  uit de vergelijking  op te lossen bij gegeven  Fj.
De kapitaalwaarde tenslotte verkrijgt men door K te berekenen volgens
(2.1) bij gegeven Fj en r, en,11 = n.
Volledigheidshalve vermelden we het 'continue' equivalent van formule
(2.1), waarbij we de cash flow uitsplitsen in enkele hoofdbestanddelen, die
we als volgt definitren:
Q(t) = de exploitatie-overschotten (ontvangsten minus uitgaven, waaronder
belastingen en investeringen in werkkapitaal) van de aktie als funktie
van de tijd t;
S(t) = de restwaarde als funktie van de tijd;
C     = de initiale investeringsuitgave (zo nodig de contante waarde van alle
investeringsuitgaven exclusief werkkapitaal);
i          =  de intrest-intensiteit 4  =  ln (1 + r).
De formule wordt dan
rm
K  =     Q(t)e-"dt + S(nt)e- a- C          (ni  &6
n) (2.2)
Terloops zij opgemerkt dat 'continu' niet behoeft te betekenen dat de cash
flow een ononderbroken vloeiende stroom is; het is best mogelijk dat zich
onderbrekingen voordoen. De cash flow als funktie van de tijd is dan niette-
min in wiskundige zin continu, zodat de notatie volgens (2.2) geoorloofd is.
Wel impliceert deze notatie dat de opbrengsten onmiddellijk na ontvangst
rentegevend worden uitgezet, in tegenstelling tot de notatie (2.1) waar dit
slechts aan het eind van iedere periode gebeurt. En hoewel 'beide veronder-
stellingen kunnen afwijken van de werkelijkheid' ([64], blz. 46) lijkt ons de
aan (2.2) ten grondslag liggende veronderstelling het meest actueet. Hierom
en ook omdat deze notatie de overzichtelijkheid van onze verdere analyse ten
goede komt, geven we aan de laatste notatie de voorkeur.
4    Zie  [67], biz.  142.
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4. DE PAY-BACK PERIOD ALS BESLISSINGSCRITERIUM BIJ ELKAAR UITSLUITENDE
ALTERNATIEVEN
De beslissing een optimale keuze te doen uit elkaar uitsluitende alternatieven
op basis van de pay-back period, geschiedt door de kortste pay-back period
die in de verzameling alternatieven te vinden is, te vergelijken met een te-
voren vastgestelde maximaal toegestane lengte daarvan. Indien de kortste
pay-back period korter is dan de kritieke lengte, dan wordt het desbetreffende
alternatief uitgevoerd, in het andere geval wordt geen aktie ondernomen.
De bezwaren die aan deze procedure zijn verbonden, zijn reeds vaker naar
voren gebracht en we volstaan dan ook met te constateren dat
a.  de kritieke lengte van de terugvloeiingstijd die als norm wordt gehanteerd,
niet gemotiveerd is;
b. toepassing van deze norm er toe leidt, in het geheel geen aandacht te
schenken aan het verloop van de cash flows na het verstrijken van de
terugvloeiingstijd. Het hanteren van dit beslissingscriterium leidt dus niet
per se tot de in paragraaf 1 genoemde doelstelling.
Terloops zij vermeld dat de terugvloeiingstijd wel gehanteerd wordt als een
soort filter, door een maximale pay-back period op te nemen als neven-
voorwaarde bij beslissingen op grond van andere criteria. Aan deze handel-
wijze ligt de gedachte ten grondslag dat naarmate de terugvloeiingstijd groter
is, de onzekerheid aangaande de resultaten eveneens toeneemt.
5.  DE INTERNE RENTEVOET ALS BESLISSINGSCRITERIUM BIJ ELKAAR UITSLUITENDE
ALTERNATIEVEN
Het hanteren van de interne rentevoet als beslissingscriterium bij elkaar uit-
sluitende alternatieven gebeurt geheel analoog aan de in de vorige paragraaf
beschreven procedure: het alternatief met de hoogste interne rentevoet wordt
getoetst aan een tevoren vastgestelde kritieke waarde van de interne rente-
voet. Deze kritieke waarde wordt vastgesteld conform de tijdsvoorkeur die
de onderneming aan de dag legt en representeert in feite de minimale rentabi-
liteit die de onderneming ten aanzien van zijn investeringen als eis stelt.
Hierbij dient de ondernemer zich te realiseren dat de interne rentevoet als
zodanig niet de rentabiliteit, dus de gemiddelde opbrengst per gulden in-
vesteringsbedrag per jaar weergeeft, maar de rentabiliteit per gulden nog in
het projekt aanwezig vermogen, dit is het oorspronkelijk geinvesteerde
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bedrag, verminderd met de tussentijds vrijkomende bedragen. Deze rentabili-
teit heeft dan alleen betrekking op de tijd gedurende welke het vermogen in
het projekt is opgesloten. De grote vraag bij de toepassing van de interne
rentevoet als beslissingscriterium betreft dan ook de onderlinge vergelijk-
baarheid van de interne rentevoeten van de verschillende alternatieven.
Teneinde deze vergelijkbaarheid te waarborgen moet aan verscheidene
veronderstellingen worden voldaan: de eerste veronderstelling  is  de  zoge-
naamde herbeleggingsclausule, die inhoudt dat de tussentijdse cash ilows
onmiddellijk tegen de interne rentevoet van dit projekt worden belegd.
Accepteert men deze veronderstelling, dan kan de interne rentevoet worden
opgevat als het rendement dat gemiddeld per jaar wordt behaald op het
oorspronkelijk geInvesteerde bedrag. De actualiteit van deze herbeleggings-
veronderstelling moet echter worden betwijfeld, met name als de verschil-
lende interne rentevoeten sterk uiteenlopen.
Maar ook als aan deze veronderstelling is voldaan, dan nog is de onder-
linge vergelijkbaarheid van de afzonderlijke interne rentevoeten minimaal.
De interne rentevoet van een projekt geeft nu immers niets anders weer dan
de gemiddelde netto opbrengst per jaar per gulden investeringsbedrag. De
verschillen in investeringsbedrag en in levensduur blijven zodoende geheel
buiten beschouwing. Het uitkiezen van het projekt met de hoogste interne
rentevoet leidt wel tot maximalisatie van de netto opbrengst per jaar per
gulden, maar omdat het aantal guldens en het aantal jaren buiten be-
schouwing blijven, hoeft deze procedure niet te leiden tot maximalisatie van
de integrale netto opbrengst van de investeringsaktiviteit. Slechts als de ver-
zameling alternatieven invariant is ten opzichte van investeringsbedrag en
levensduur, speelt dit bezwaar geen rol en zijn de interne rentevoeten (na
acceptering van de herbeleggingsclausule) onderling vergelijkbaar, zodat in
dat geval althans een rangorde van projekten kan worden verkregen.
Nu kan men teneinde de levensduurverschillen uit te schakelen vanzelf-
sprekend bepaalde veronderstellingen opnemen. Bijvoorbeeld: neem als
planhorizon het tijdstip waarop de levensduur van het langstlevende projekt
eindigt en neem aan dat de middelen die uit eerder 'overleden' projekten zijn
vrijgekomen, x % per resterende periode opbrengen. Neemt men voor x
de interne rentevoet van het desbetreffende alternatief, dan heeft men de
herbeleggingsclausule uitgebreid tot het gehele plantijdvak. Een andere ver-
onderstelling zou kunnen zijn dat ieder alternatief wordt herhaald met vol-
komen identieke karaktertrekken waarbij als planhorizon het kleinste ge-
mene veelvoud van de afzonderlijke levensduren wordt genomen. Het reali-
teitsgehalte van dergelijke onderstellingen moet evenwel sterk in twijfel
worden getrokken.
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Moeilijker is het om verschillen in investeringsbedragen te elimineren.
Vergen alle alternatieven een 66nmalige uitgave op hetzelfde tijdstip, dan
kan men veronderstellingen maken over de opbrengst van de middelen
die zouden resteren indien men een projekt zou uitvoeren dat een kleinere
investeringsuitgave vereist dan het beschikbare bedrag. In veel gevallen zul-
len projekten echter ieder een reeks investeringsuitgaven noodzakelijk maken,
hetgeen tot gevolg heeft dat men deze reeksen onderling vergelijkbaar moet
maken. Dit kan alleen gebeuren door het accepteren van een spiegelbeeld
van de herbeleggingsclausule: de later te effektueren investeringsuitgaven
worden geacht te zijn ontstaan uit een v66rbelegging tegen de interne rente-
voet van het desbetreffende projekt, zodat deze door middel van discontering
tegen deze rentevoet kunnen worden herleid tot 66n contant bedrag per
projekt. Vervolgens kan men te werk gaan als in het geval van de 66nmalige
investeringsuitgave per projekt.
Een veel gehoord bezwaar tegen de toepassing van de interne rentevoet is
van praktische aard: in veel gevallen levert de oplossing van (2.1) naar r
resp. van (2.2) naar i verschillende wortels waarvan sommige of zelfs alle
imaginair of negatief kunnen zijn. Nu kan men de imaginaire uitkomsten
wel zonder meer terzijde schuiven, maar wat te doen met meerdere positieve
re6le resultaten? In hoeverre moet betekenis worden gehecht aan negatieve
uitkomsten? Hoewel deze bezwaren wel worden weggewuifd, bijvoorbeeld
door Niemeyer ('In der Regel wird diese Lasung aber so unsinnig sein, dass
man dies leicht erkennt' [59], blz. 89), lijkt ons de toepassing van de interne
rentevoet als beslissingscriterium een hoogst twijfelachtige zaak.
Uit het bovenstaande moge blijken dat de analyse volgens de methode van
de interne rentevoet meestal aan vele niet of nauwelijks verifieerbare ver-
onderstellingen onderhevig is en dat alleen al daarom de waarde van de in-
terne rentevoet als beslissingscriterium sterk in twijfel getrokken moet
worden. Voegen we hierbij de zojuist gereleveerde rekentechnische moeilijk-
heden, dan kunnen we niet anders dan afwijzend concluderen ten aanzien
van de toepassing van de interne rentevoet als maatstaf voor de investerings-
selectie bij elkaar uitsluitende alternatieven.
6. DE KAPITAALWAARDE ALS BESLISSINGSCRITERIUM BIJ ELKAAR UITSLUITENDE
ALTERNATIEVEN
De optimale keuze uit een gegeven verzameling elkaar uitsluitende in-
vesteringsakties op basis van de kapitaalwaarde geschiedt door die aktie te
ondernemen die de grootste kapitaalwaarde heeft, mits deze laatste niet ne-
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gatief is. De laatstgenoemde voorwaarde 5 bewerkstelligt dat het te realiseren
alternatief een rendement oplevert dat niet lager is dan het minimaal vereiste
rendement; dit laatste is immers belichaamd in de gehanteerde disconterings-
voet, bij de kapitaalwaardemethode doorgaans aangeduid als calculatorische
rentevoet. Evenals in de vorige paragraaf moet de term 'rendement' worden
opgevat als het rendement van het met de vrijkomende bedragen aflopende
investeringsbedrag, gedurende de tijd dat dit bedrag in het desbetreffende
projekt is vastgelegd.
In verband hiermee roept deze procedure in beginsel dezelfde vragen om-
trent de vergelijkbaarheid op als de methode van de interne rentevoet. Los
gezien van verschillen in levensduur zijn investeringsprojekten met ver-
schillende cash flow-patronen niet zonder meer vergelijkbaar. Deze moeilijk-
heid kan ook hier worden opgelost door te veronderstellen dat tussentijds
vrijkomende bedragen telkens worden herbelegd tegen de calculatorische
rentevoet, dus een kapitaalwaarde ter grootte van nul hebben. In tegen-
stelling tot dezelfde herbeleggingsclausule bij de interne rentevoet behoeft
de actualiteit van deze veronderstelling niet bij voorbaat in twijfel getrokken
te worden: in een onderneming van enige omvang is het meestal wel mogelijk
om middelen zodanig aan te wenden dat deze de vereiste rentabiliteit op-
leveren, respectievelijk om middelen die tegen deze rente zijn aangetrokken,
af te lossen. Dit houdt tevens in dat ook het in de vorige paragraaf genoemde
spiegelbeeld van de herbeleggingsclausule niet op onoverkomelijke bezwaren
hoeft te stuiten.
Ook bij de kapitaalwaardemethode bestaat het probleem van de verschil-
len in levensduur. De kapitaalwaarde geeft immers de contante waarde van
de netto opbrengsten die een projekt oplevert gedurende z(in levensduur; is
sprake van een aantal elkaar uitsluitende projekten met ongelijke levens-
duren, dan zal men op een of andere wijze een plantijdvak moeten vaststellen
(bijvoorbeeld de langste levensduur) gedurende welke men de contante netto
opbrengst wenst te maximaliseren. Men kan hier dezelfde wegen bewandelen
als in de vorige paragraaf ten aanzien van dit probleem is aangegeven, waar-
bij aangetekend wordt  dat de uitbreiding  van de herbeleggingsclausuletot
het gehele plantijdvak ons als het minst bezwaarlijk voorkomt.
In sommige leerboeken (b.v. [26], blz. 56) wordt ten aanzien van dit
probleem de zgn. annuiteitenmethode aanbevolen. Deze methode komt er
op neer dat men de kapitaalwaarde van ieder projekt omrekent tot een
annuiteit gedurende zijn specifieke levensduur en dan het projekt kiest met
5  Laat men de verzameling alternatieven ook het alternatief 'niets doen' insluiten en
stelt men de kapitaalwaarde hiervan gelijk aan nul, dan kan deze voorwaarde achterwege
blijven, daar hij is opgenomen in de doelfunktie.
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de hoogste annuIteit. Op deze wijze zouden de verschillen in levensduur wor-
den uitgeschakeld.
Dit is inderdaad het geval, maar alleen als men een specifieke veronder-
stelling accepteert. Bij deze benadering wordt namelijk impliciet veronder-
steld dat de projekten ieder op identieke wijze worden herhaald en wel zo
vaak dat de levensduren van elk projekt plus zijn herhalingen aan elkaar
gelijk geworden zijn. In feite is dit dus de 'kleinste gemene veelvoud'-
benadering die we in paragraaf 5 hebben genoemd. Wemelsfelder [79] heeft
dit aangetoond voor het geval van constante cash flows per projekt, maar
ook zonder veronderstellingen omtrent de cash flow-patronen kan men tot
dezelfde conclusie komen. De waarde van deze kleinste gemene veelvoud-
veronderstelling is echter naar onze mening in hoge mate voor discussie
vatbaar; om deze reden achten wij de annuiteitenmethode dan ook minder
geschikt.
7. DE INVESTERiNGSBESLISSING BIJ ELKAAR NIET UITSLUITENDE ALTERNATIEVEN
Tot nu toe is slechts gesproken over de investeringsbeslissing bij elkaar uit-
sluitende alternatieven. In veel gevallen heeft de onderneming echter een
keuze uit een aantal elkaar niet uitsluitende projekten, uit welke verzameling
een aantal voor realisatie in aanmerking komt. Nu kan men stellen dat de
onderneming alle projekten dient uit te voeren die een voldoende grote inter-
ne rentevoet hebben of die een kapitaalwaarde vertonen die positief is, maar
dit vereist een volmaakte bewegingsvrijheid van de onderneming in alle op-
zichten. Dit laatste is doorgaans niet het geval: de bewegingsvrijheid wordt
ingeperkt door nevenvoorwaarden van allerlei aard, waarbij een van de
meest restrictieve voorwaarden vaak het investeringsbudget is.
Het is dan dus zaak om de schaarse middelen (en niet noodzakelijk alleen
de financiEle), zodanig aan projekten toe te wijzen dat de totale revenuen
optimaal, dat wil zeggen maximaal zijn. Het probleem krijgt dan de gedaante
van een (meestal lineair) programmeringsprobleem dat in het algemeen de
volgende gedaante heeft:
Maximaliseer Z'X
onder de voorwaarden AX % B
X20
en eventueel  xj e {0,1}
of  x j geheeitallig.
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Hierin is
Z' = (zi , • · · , zk) =d e vector van de waarden van het beslissingscriterium
voor alternatief j (j = 1,..., k);
d = de matrix van codfficienten die ieder alternatief in relatie brengen tot
bepaalde grootheden die de oplossingsruimte beperken;
B   = de vector van maxima en/of minima van bepaalde grootheden;
X'-(xt,••.rk)=de vector van de aantallen projekten j(j=  1, . . . ,k)
die worden gerealiseerd.
Neemt men als criterium de interne rentevoet, dan blijkt de doelfunktie niet
correct te zijn: deze leidt in dat geval immers tot een zo groot mogelijke som
van interne rentevoeten, dus van percentages die betrekking hebben op
onderling verschillende bedragen en derhalve niet optelbaar zijn. Het zal
dan ook geen verwondering wekken dat de uitkomst een andere verzameling
projekten als optimaal zal kunnen aanwijzen dan wanneer de kapitaalwaarde
als beslissingscriterium wordt toegepast. Deze laatste beantwoordt wel aan
het gestelde doel: de uitkomst van de procedure is inderdaad een maximale
contante waarde van de cash flows.
In de klassieke opvatting wordt de kapitaalwaarde van iedere mogelijke
investering, zoals deze in de doelfunktie is opgenomen, bepaald door de
cash flows van het desbetreffende projekt gedurende zijn levensduur te dis-
conteren. De herbeleggingsclausule wordt meestal uitgebreid over het gehele
plantijdvak (zie bijvoorbeeld [78], blz. 181), om de eventuele verschillen in
levensduur te elimineren.
8. SLOTOPMERKINGEN
Uit het voorgaande blijkt, dat als beslissingscriterium ten behoeve van de
investeringsproblematiek uiteindelijk slechts kan dienen de kapitaalwaarde,
vooropgesteld dat de beslisser streeft naar een maximale contante waarde
van de winst op lange termijn. Evenwel bleek de, wat wij genoemd hebben,
klassieke benadering van deze beslissingsproblemen, ook al gebeurt dat met
behulp van de kapitaalwaarde, toch niet ideaal te zijn; met name de nood-
zakelijke veronderstellingen teneinde de verschillen in de (gegeven) levens-
duren te elimineren, ontsieren deze theorie6n.
Het zal weinig toelichting behoeven dat niet de technische, maar de eco-
nomische levensduur hier in het geding is. En pragmatisch opgevat komt deze
neer op de tijdsduur gedurende welke het produktiemiddel in kwestie binnen
de onderneming de funktie vervult waartoe het indertijd is aangeschaft.
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Maar deze tijdsduur staat onder de invloed van de ondernemer zelf: als deze
besluit om een produktiemiddel buiten gebruik te stellen dan eindigt per
definitie de levensduur van dit produktiemiddel. Dit is dus het geval als      I
ofwel de funktie die het produktiemiddel in de onderneming vervult, op-
houdt te bestaan, ofwel als het produktiemiddel wordt vervangen door een
ander dat deze funktie overneemt. En dit laatste zal, uitgaande van het con-         1
tinuIteitsprincipe doorgaans het geval zijn. Hieruit volgt dan, dat de bepaling
van de optimale levensduur geen op zichzelf staand vraagstuk is; de levens-
duur van een produktiemiddel eindigt immers zodra het door een ander
vervangen wordt. Zoals nog zal blijken, geeft een autonome schatting van de
levensduur zelfs per definitie een onjuiste uitkomst, nl. een te grote, aangezien
de opvolger de levensduur van de voorganger sterker bekort naarmate deze
opvolger economisch gunstiger resultaten belooft. Het is dus onjuist om tot
vervanging over te gaan omdat de levensduur van de aanwezige machine is
verstreken. We kunnen uit het voorgaande de gevolgtrekking maken dat de
levensduur, of liever het tijdstip van buiten gebruik stellen van een duurzaam
produktiemiddel binnen het systeem van investeringsbeslissingen als endo-
gene variabele moet worden opgenomen en niet, zoals bij de klassieke be-
nadering van de investeringsproblematiek, als datum moet worden be-
schouwd.
Hierboven hebben we terloops gesproken over de continuiteitsgedachte.
Deze continuiteit kan ook in achterwaartse zin optreden, dat wil zeggen dat
investeringsvoorstellen niet zo maar tevoorschijn komen, maar verband
houden met de aktiviteiten van de onderneming tot op dit moment, en dus
met de op dit moment nog aanwezige produktiemiddelen. De klassieke aan-
pak doet aan deze omstandigheid geen recht, door er gewoon geen aandacht
aan te schenken. Eventueel zou men kunnen stellen dat de investeringsvoor-
stellen op zichzelf reeds een zeker verband vertonen met de huidige situatie,
maar met de economische karakteristieken hiervan wordt geen rekening
gehouden.
Niet helemaal los van de voorgaande opmerkingen kan nog worden ge-
steld dat het maximaliseren van een (totale) kapitaalwaarde uitsluitend
gedurende de levensduur van de projekten geen zin heeft; we hebben toch
zoeven geconcludeerd dat deze levensduur wordt bepaald door het tijdstip
van het installeren van de opvolger en dat het realiseren daarvan op zichzelf
weer een investeringsbeslissing is. Als gevolg daarvan is elke investerings-
beslissing afhankelijk van alle volgende investeringsbeslissingen. En teneinde
hiermee rekening te kunnen houden is het noodzakelijk om de kapitaal-
waarde van een keten van investeringsprojekten te maximaliseren, dus een in
principe oneindig lang tijdvak als uitgangspunt te nemen. Doet men dit
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evenwel, dan stuit men, zoals in de volgende hoofdstukken nog zal blijken,
op onoverkomelijke moeilijkheden, behoudens in zeer speciale gevallen.
Maar hier komt het effect van het disconteren ons te hulp: door het discon-
teren hebben gebeurtenissen die ver in de toekomst zullen plaatsvinden, een
te verwaarlozen effect op de beslissing die thans genomen wordt, zodat het
kiezen van een eindig plantijdvak geen al te ernstige gevolgen hoeft te hebben.
Een en ander wordt in de navolgende hoofdstukken aan een nader onder-
zoek onderworpen.
III
De klassieke benadering van het
probleem van de vervanging van
duurzame produktiemiddelen
1. INLEIDING
Ten aanzien van de problematiek van de vervanging van duurzame pro-
duktiemiddelen kunnen twee situaties worden onderscheiden met betrekking
tot het systeem dat voorwerp van studie is. In de ene situatie wordt het
systeem gedefinieerd als 66n eerste produktiemiddel met zijn opvolgers (ofwel
een groep van produktiemiddelen die technisch en economisch als een geheel
kan worden beschouwd; in het vervolg spreken we kortweg van produktie-
middel of machine). Er is dan sprake van een zich in de tijd ontwikkelende
keten van duurzame produktiemiddelen, waarvan de schakels niet noodza-
kelijk aan elkaar gelijk behoeven te zijn. In principe heeft een dergelijke
keten geen vertakkingen of onderbrekingen, wat wil zeggen dat in een der-
gelijke keten de produktiemiddelen die worden vervangen, ofwel geheel
buiten gebruik worden gesteld ofwel in de onderneming een geheel andere
funktie gaan vervullen, in ieder geval uit het systeem worden verwijderd.
Bovendien betekent een dergelijke systeemdefinitie dat de opvolgende ma-
chine in principe zonder tijdsonderbreking bij zijn voorganger aansluit. Deze
keten zullen we aanduiden met de term 'enkelvoudige keten'.
De tweede situatie betreft het geval van een ondernemer die op gezette
tijden voor de vraag wordt gesteld wat, waar, en hoeveel te investeren, welke
aanwezige produktiemiddelen buiten gebruik te stellen en tenslotte hoe een
en ander te financieren. In deze situatie kan de vervangingsproblematiek niet
geisoleerd van de gehele investerings- en financieringspolitiek worden be-
schouwd, daar de vervangingsbeslissing in feite twee beslissingen omvat: het
buiten gebruik stellen van het aanwezige actief, wat een negatieve investering
is, en het in gebruik nemen van een nieuw produktiemiddel, dus een positieve
investering. Deze twee beslissingen behoeven niet tezelfdertijd plaats te
vinden.
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In dit hoofdstuk zal vooral aandacht worden besteed aan de eerstgenoem-
de situatie, de situatie van een enkelvoudige keten. Deze systeemdefinitie is
adequaat wanneer het gaat om betrekkelijk kleine onderdelen van de onder-
nemingsaktiviteiten, waarbij de invloed van vervangingsbeslissingen op het
totale gebeuren in de onderneming te verwaarlozen of zelfs geheel afwezig is.
Zodoende is het inderdaad verantwoord de keten produktiemiddelen als een
zelfstandig geheel te beschouwen. Om dit te kunnen doen moet echter aan
een tamelijk strenge veronderstelling zijn voldaan, nl. dat de enige beslissings-
variabele wordt gevormd door het tijdstip van de vervanging. Dit houdt in,
dat tevoren reeds vaststaat door welke machine een te vervangen produktie-
middel zal worden opgevolgd. Er is met andere woorden geen selectievraag-
stuk meer ten aanzien van de soort machine.
De modellen die kunnen worden opgesteld van het boven gedefinieerde
systeem, kunnen worden onderverdeeld in twee categorie6n al naar gelang
de gevolgde oplossingsmethode. De eerste categorie wordt opgelost door
middel van de klassieke methode van het nul stellen van de eerste afgeleide
van de te optimaliseren funktie; deze laatste funktie betreft dan de kapitaal-
waarde van de keten als geheel. Deze benadering vereist derhalve dat deze
funktie differentieerbaar is en een maximum heeft. Aangenomen wordt
steeds dat dit het geval is en bovendien dat dit maximum niet negatief is. De
tweede categorie maakt gebruik van dynamische programmering en daartoe
wordt verondersteld dat de vervangingsbeslissing slechts op tevoren vast-
gestelde tijdstippen kan worden genomen. De indeling van deze modellen
in deze twee categorieEn is echter enigszins arbitrair: zo komt de oplossing
van het in de 'klassieke' categorie ingedeelde model van de eindige keten in
feite neer op dynamische programmering en werkt het in dezelfde categorie
ingedeelde model van Terborgh met dezelfde veronderstelling omtrent de
beslissingstijdstippen als de modellen die via dynamische programmering
worden opgelost. In dit hoofdstuk besteden we aandacht aan de klassieke
benadering, het volgende hoofdstuk heeft de benadering met behulp van
dynamische programmering tot onderwerp.
2. DE KLASSIEKE BENADERING IN HET ALGEMEEN 1
Behalve door de veronderstelling dat de optimalisatie met betrekking tot de
soort machine reeds als een opgelost probleem wordt beschouwd, worden de
modellen in deze categorie gekenmerkt door het feit dat in principe het
1      De  paragrafen  2  t/m  6  van dit hoofdstuk zijn vooral gebaseerd  op   [15 ].
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begintudstip van de keten gegeven is; het staat dus tevoren reeds vast dat
op dit tijdstip een investering zal plaats vinden en wel zonder dat er een oude
machine buiten gebruik wordt gesteld. Overigens zal blijken dat deze 'start-
investering' ook kan bestaan uit het handhaven van een reeds aanwezige
machine, maar in wezen is dit een variatie van het basismodel (zie par. 6 van
dit hoofdstuk).
De klassieke modellen hebben alle eenzelfde grondvorm die we hieronder
zullen weergeven. Tevoren echter bespreken we de uitgangspunten en de
definities.
De  analyse is gebaseerd  op de in figuur  1 weergegeven tijd-as:
1
1 1 1 4   1     1      Yt
T,= o                                T2              T·3                                     T#                             Tp                Tp+1
Figuur  1.  De  tijd-as.
De onderneming begint op tijdstip Ti dat, zonder de algemeenheid geweld
aan te doen, gelijk gesteld mag worden aan nul, met de eerste machine te
installeren. Deze machine zal op het nog onbekende tijdstip T2 vervangen
moeten worden door een andere machine (welke dat is, staat al vast) als we
tenminste aannemen dat de funktie die de machine in de onderneming ver-
vult, blijft bestaan.
Het half gesloten interval [Tp, T,+1) stelt dus de levensduur voor van
de Pe machine,  die  de  opvolger  is  van p-1   vorige  machines.   De  machines
behoeven niet identiek te zijn en derhalve zijn de levensduren niet noodzakelijk
aan elkaar gelijk. De enige eis die we stellen is, dat de onderneming de
(P - 1)e machine buiten gebruik stelt, althans   niet  in zijn oorspronkelijke
funktie handhaaft en dus uit het systeem verwijdert, zodra besloten is tot
vervanging. De keten mag immers geen vertakkingen vertonen.
Verder definiEren we:
Q(Tp, t) =  De exploitatie-overschotten van de pe machine, die is aange-
schaft op tijdstip  Tp, als funktie  van dat tijdstip  en  van  het
tijdstip  t  (t   2   Tp);
S(Tp, T,+1) = De restwaarde van de pe machine, die is aangeschaft op tijd-
stip T, en wordt afgedankt op tijdstip T,+ 1 ;
C(Tp) =  De  investeringsuitgaven  voor de pe  machine  op  tijdstip  T, ;
i               = de calculatorische rente-intensiteit.
De funktie Q representeert de exploitatie-overschotten van de machine in
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kwestie. Deze exploitatie-overschotten, ook wei quasi-rents genaamd, zijn
gelijk aan de cash flow van deze machine v66r aftrek van initidle investerings-
uitgaven en (op het einde van de levensduur) v66r bijtelling van de rest-
waarde. Het verloop van de Q-funkties van twee machines die na elkaar op-
treden, is afhankelijk van zowel technische als economische faktoren. Per
machine afzonderlijk zal de funktie een dalende tendens vertonen: in de loop
van de tijd nemen de reparatie- en onderhoudskosten toe, terwijl wellicht
de kwaliteit van de geproduceerde goederen vermindert. Vandaar dat de tijd
t als parameter fungeert. Maar ook het tijdstip waarop de machine wordt
geinstalleerd is van belang: in dit tijdstip komt de technische vooruitgang tot
uiting, waarvan we aannemen dat deze marginaal is, dit wil zeggen zich
alleen bij nieuwe machines manifesteert. Macro-economische invloeden als
conjunctuurbewegingen en dergelijke komen zowel in Tp als in t tot uit-
drukking.
Ten aanzien van de meeste opbrengsten- en uitgavencategorieEn kan men
wet aannemen dat de Q-funktie de werkelijkheid redelijk zal beschrijven.
Men moet echter rekening houden met bepaalde soms incidentele grote uit-
gaven als grote onderhoudsbeurten en revisies, die binnen zekere grenzen
in de tijd kunnen worden verschoven, zonder dat dit een merkbare relevante
invloed heeft op de prestaties van de machine. Een ondernemer die voor de
vraag staat,  of hij aan een machine een dergelijke grote uitgave zal spenderen
of deze zal uitstellen, zal hierbij tevens rekening houden met de vermoedelijke
nog resterende economische levensduur: het heeft immers weinig zin om
kostbare reparaties en dergelijke uit te voeren als de machine binnenkort
toch buiten gebruik gesteld zal worden. Dit betekent dat de exploitatie-
overschotten tevens afhankelijk zijn van het vervangingstijdstip. Van dit
effekt,   dat  we in navolging  van  Masst  ( [51],   blz.   74) het Boiteux-effekt
noemen, abstraheren we echter. Maar strikt genomen zou de Q-funktie ge-
specificeerd moeten worden 2 als Q(Tj, Tj+ 1, t).
Een tweede complicatie die we voorlopig buiten beschouwing laten, wordt
gevormd door de belasting op de winst. Teneinde de fiscale winst te bepalen
moeten eerst de fiscale afschrijvingen worden bepaald, die op hun beurt weer
afhankelijk zijn van de economische levensduur (gesteld dat deze tevens de
fiscale levensduur is). Hoewel het in principe wet mogelijk is met de belasting
rekening te houden (zie bijvoorbeeld [41]), is het abstraheren ervan niet
essentieel voor de modelstruktuur en vereenvoudigt deze abstractie de mo-
dellen aanzienlijk.
De funktie C betreft de initiEle investeringsuitgave voor het vaste aktief.
2   Zie ook  [i], blz. 330.
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Deze is opgevat als een funktie van het investeringstijdstip, om zowel tech-
nische als (macro- en micro-) economische verschillen tussen elkaar op-
volgende machines te kunnen weergeven. In het vervolg zal de investerings-
uitgave worden opgevat als een bedrag ineens; vindt in werkelijkheid de uit-
gave plaats in verschillende fasen op verschillende tijdstippen, dan stelt
C(Tj) de contante waarde  voor  van deze betalingen op tijdstip  Tj.
De restwaarde S is in het algemeen de feitelijke verkoopwaarde van de
machine als deze inderdaad wordt afgedankt. Wordt de oude machine
binnen de onderneming voor een ander doel gebruikt, dan is S de kapitaal-
waarde die deze machine in zijn nieuwe funktie voor de onderneming bezit,
op het tijdstip dat hij van zijn oorspronkelijke funktie wordt ontheven. Deze
definitie is dus een andere dan de definitie die vaak wordt gehanteerd in de
traditionele investeringsanalyse, waar de restwaarde aan het einde van het
plantijdvak (dat niet hoeft samen te vallen met het einde van de levensduur)
de kapitaalwaarde is (of althans zou moeten zijn) van de cash flows van de
machine gedurende de rest van zijn levensduur, die hij in zijn oorspronkelijke
funktie doorbrengt. De restwaarde zoals deze hier wordt gehanteerd, is niet
alleen een dalende funktie van de leeftijd van de machine op het moment van
afdanken, maar is ook een funktie van de tijdstippen zelf die deze leeftijd
begrenzen. Op deze wijze kunnen de invloeden van economische omstandig-
heden en andere faktoren (b.v. de waarde die men hecht aan een bepaald
bouwjaar) ten volle in de beschouwing worden betrokken.
Op grond van het bovenstaande kan de kapitaalwaarde van de eerste
machine, gemeten op tijdstip Tl, geschreven worden als:
rT 2
K(1) = 1   e-ic'-1.1)Q(Tl, t)dttS(Ti, T2)e -i(T2-Ti) -C(Ti)J Ti
Omdat per definitie Ti = 0 kunnen we dit schrijven als:
r Tl
Kct) = I   e-"Q(0, t)dt+SCO, 7 )e
- iT2 - C(0)
JO
De kapitaalwaarde van de tweede machine is op het tijdstip Ti gelijk aan:
rT)
K(2)  =  1     e-i,(2(T2 ' t)dt + S(7"2, T3)e
-rr 3 - ((T2)e -i T2
Jo
Evenwel is Q(T2, t)  =  O voor 0  S  t  < T2 zodat we voor K<2) mogen schrij-
ven:
rT 3
K<2) - 1  e-i'(2(7'2' t)dt+S(T2, T3)e-il'3-((T2)e -i T2
J T 2
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Aannemende dat de funktie die deze machines in de onderneming vervullen,
altijd zal blijven bestaan, kan de kapitaalwaarde van de gehele keten worden
geschreven als:
go  rTj+1




Teneinde (3.1) te maximaliseren met betrekking tot de vervangingstijd-
stippen Tj (j = 2,3,...) moet als eerste eis worden gesteld, dat
DK
- = 0    (j = 2,3,..., co)
0Tj
Uitwerking van deze eerste-orde-voorwaarde blijkt evenwel een onbegrensd
stelsel vergelijkingen op te leveren, waarbij de afgeleide van K naar Tj een
funktie is van T,_ 1, Tj en Tj+ t · Dit betekent dat de optimale waarde van
Tj afhankelijk is van de optimale waarden van alle volgende vervangings-
tijdstippen, zodat het stelsel niet kan worden opgelost.
In het navolgende zullen enige vereenvoudigende veronderstellingen wor-
den gemaakt, die het mogelijk maken met behulp van de klassieke optimali-
sering tot een oplossing te komen; hierbij zullen we zoveel mogelijk proberen
de weg van de afnemende abstractie te bewandelen. Stilzwijgend wordt hierbij
steeds aangenomen dat het nulstellen van de eerste afgeleiden een voldoende
voorwaarde is voor het bereiken van een globaal maximum. Overigens is de
eis van differentieerbaarheid van de doelfunktie geen strikte eis, maar ver-
gemakkelijkt de weergave van de conclusies ten zeerste.
3. HET EENVOUDIGSTE MODEL: #11N MACHINE ZONDER OPVOLGERS
Hoewel in dit geval feitelijk geen vervangingsprobleem aanwezig is, vertoont
de optimalisatie van de economische levensduur alle karaktertrekken van de
vervangingsproblematiek.
Een van de, in de vorige subparagraaf aangekondigde, vereenvoudigende
veronderstellingen die zich het langste in de analyse zal handhaven, is de
veronderstelling dat de tijdstippen van investeren en buiten gebruik stellen
geen invloed hebben op de funkties Q, S en C en dus evenmin op de te nemen
beslissingen. In het onderhavige geval geldt dus:
Tl          = 0
Q(Ti,  t)     =  Q(t- Ti)  =  Q(t)  =  De   exploitatie-overschotten   van   de   ma-
chine als funktie van zijn leeftijd op tijdstip t (t 2 0);
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S(Ti, T2)  =  SCT2 - 7.1 )  =  SCT2)  = De restwaarde van de machine op tijd-
stip  TI ;
C(Ti)=C  = De initi6le investeringsuitgave op tijdstip  Ti ;
i           = De calculatorische rente-intensiteit.
De kapitaalwaarde van deze investering is gelijk aan:
rTu
K =  e-"Q(t)dt+S(T2)e-iT,-C (3.2)




Q(Tl)+S'(T2) = i3(Tl) (3.3)
waaruit T; (de optimale waarde van T ) kan worden berekend.
Formule (3.3) kan economisch als volgt worden geinterpreteerd: stel de
machine buiten gebruik, zodra het exploitatieresultaat (Q(T2)) minus de
waardedaling van de machine  ( - S'(T2)) gelijk geworden is aan de alterna-
tieve kosten van het op dat moment nog vastgelegde vermogen (iSCT2))•
Ofwel: de netto-opbrengst gedurende de marginale tijdseenheid (het linkerlid
van (3.3)) die wordt verkregen door de vervanging tot na het verstrijken van
deze marginale tijdseenheid uit te stellen, moet opwegen tegen de kosten van
het gedurende deze marginale tijdseenheid opgesloten vermogen. Dus de
bekende regel: waar marginale kosten gelijk zijn aan marginale opbrengsten
wordt het optimum gevonden.
Indien de restwaarde kan worden verwaarloosd, wordt formule (3.3):
Q(Tl) = 0
Met andere woorden, de machine wordt vervangen op het moment dat de
exploitatie-overschotten nihil zijn geworden: de machine is economisch
gezien totaal versleten.
4. EEN EINDIGE KETEN VAN n IDENTIEKE MACHINES
Onder identieke machines verstaan we machines die niet alleen technisch vol-
komen aan elkaar gelijk zijn, maar bovendien onder dezelfde economische
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omstandigheden werkzaam zijn. Er is met andere woorden een volkomen
stationaire economie verondersteld, zodat de tijdstippen van investeren resp.
afdanken geen invloed op de te nemen beslissingen hebben, en de econo-
mische prestaties van de machines louter en alleen afhankelijk zijn van de
leeftijd.
Om het model overzichtelijk te houden beperken we voorlopig het aantal
schakels van de keten tot twee. We defini6ren daarom:
Tl = 0
A  = t-Ti voor Ti  6  t  <  Tili definitie van de leeftijd op tijdstip t
A =t-Tl voor T2 f i t<T 3 3
01    -   7.2 -7-11i definitie van de levensduren.
02  - T3 -7.2 1
Q(Ti, t) =Q(t-Ti) =Q(A)
Q(T2, t)     =  Q(t - T )    =  Q(A)
S(Ti, 7.2) = S(TI-Ti) = S(01)
S(T2 , TJ)  =  S(T3 - 7.2)  =  S(02)
De kapitaalwaarde van de tweede machine is op het tijdstip Ti gelijk aan:
r Ti
K2 = e-m- T:)(2(t- T2)dt + S(T  - 7.2)e-'(T,- T:)- C
J T2
Zel
='Jo  e-t (A)dA+S(obe-w:- c
De kapitaalwaarde van de tweede machine is dus op het tijdstip 0 gelijk aan:
K(21 - e-'0'K2
Derhalve is de kapitaalwaarde van de gehele keten op tijdstip 0 gelijk aan:
rei
K =J, e-'AQ(A)dA+S(01)e-"1 -C +
1 roz
+C-101  Joe-'AQ(,1)dA+S(02)e-,82- C 
(3.4)
Daar BKIBT3 - BKI802 luidt de eerste-orde-voorwaarde voor een maximum
van  (3.4) met betrekking tot 02 :
e-'0'{e-'99(02)-ie-'0:S(02) te-tels'(02)}  =  0
ofwel
Q(82)+ s'(82)= is(02) (3.5)
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of, in de oorspronkelijke notatie:
0(TI, Tj)+S'(T2, 7,3) = iSCT2, 7.3) (3.6)
Uit (3.5), resp. (3.6) kan de optimate levensduur en dus ook tijdstip TI van
de tweede machine worden berekend. Uiteraard geldt voor de tweede ma-
chine hetzelfde als in het geval van 66n machine zonder opvolgers. Dit is
echter niet het geval voor de eerste machine. Immers, het toepassen van
dezelfde procedure geeft:
e-w,9(01)-ie-'0'S(01) te-'01 S'(01) +
c re 2
-ie-'81  {   I       e- 'AQ(A)di + S(02)e - 101 -C     =  O(JO
of:
Q(01)-1-s'(01) = iS(01)+ iK (3.7)
waarin KI de met behulp van de optimale waarde van 02 bepaalde kapitaal-
waarde is van de tweede machine op tijdstip T2 en waaruit 01 kan worden
berekend, zodat ook T; is bepaald. De economische interpretatie van (3.6)
en (3.7) is geheel analoog aan die van (3.3).
Omdat de linkerleden van (3.6) en (3.7) dalende functies zijn van 0, kan
men concluderen, dat 81  <  82, mits KI  >  03.  De levensduur van de tweede
machine is zodanig, dat op het eind van de levensduur de opbrengst gelijk is
aan de kosten. Met deze tweede machine wordt winst gemaakt, maar dit
gebeurt pas na tijdstip T . Op deze winst wordt dus renteverlies geleden ge-
durende de periode  [Ti, T2) en dit renteverlies moet worden goedgemaakt
door de opbrengsten van de eerste machine (vergelijk [81], blz. 291). De
eerste machine wordt dus vervangen, v66rdat de totale winst die met behulp
van deze machine wordt gemaakt, is opgesoupeerd. Het feit dat J. L. Meij in
navolging van Th. Limperg deze benaderingswijze verwijt, dat eerst tot ver-
vanging wordt overgegaan  als  de gehele winst is opgesoupeerd  (zie   [53 ],
blz. 14 noot 3 en [54], biz. 191), kan dit in verband dan ook alleen worden
toegeschreven aan het verwaarlozen van de disconteringsfaktor. Laat men
deze nl. achterwege, dan geldt voor zowel de eerste als de tweede machine:
Q(0) + S'(0)  =  0
waarbij de levensduren aan elkaar gelijk zijn.
3  Wij roepen in herinnering dat steeds is verondersteld dat de kapitaalwaarde van de
gehele keten niet negatief is.
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Bestaat de keten niet uit twee maar uit n identieke machines, dan blijft
de  uit  (3.6)  en (3.7) afgeleide eigenschap onverkort gelden: de levensduur
van een willekeurige machine is korter dan die van zijn opvolger, uiteraard
voorzover deze laatste aanwezig is en een positieve bijdrage levert tot K.
Immers:
K -  Ki te-io,K2 -1-e-'(0,+01)'A:3 t  ···te-i(8,+02+ ...+0„-1)Kn (3.7a)
waarin Kj (j =  1,..., n) de kapitaalwaarde voorstelt van deje machine in de
keten, gemeten op tijdstip  Tj.




+ie-'(8;+1+4+2)Kj*+3+ ··· +ie-'(0;+'+...+8 -"K:
waarin K;+  (k  -   1,..., n -j) de kapitaalwaarde is van de (jt k)e machine,
gemeten op tijdstip TJ+k en bepaald met behulp van zijn optimale levensduur
0*j+k·
Dit stelsel vergelijkingen kan worden opgelost door evenals in het geval
n =  2 te beginnen met de bepaling van de optimale levensduur van de laatste
machine en vervolgens stap voor stap terug te rekenen. Door de invloed van
de disconteringsfaktor wordt het verschil in levensduur tussen twee opeen-
volgende machines steeds kleiner, naarmate de vervangingen verder in de
toekomst zullen plaats vinden en er dus minder opvolgers zijn.
In theorie is het mogelijk het model betreffende een eindige keten op te
lossen, zonder de veronderstelling van het identiek zijn van de machines, mits
de funkties Q en S alleen afhankelijk zijn van het type en van de leeftijd van
de machine, de funktie C alleen van het type en tenslotte de volgorde van
de typen in de keten gegeven is. De eerste-orde-voorwaarde voor het maximum
van K levert dan n vergelijkingen met n onbekenden, die kunnen worden
opgelost op de hierboven aangegeven wijze. Laat men de laatstgenoemde
eisen vervallen, dan ontstaat een model dat dezelfde gedaante heeft als for-
mule (3.1) behalve dat de sommatie loopt tot n in plaats van oneindig. Ook
nu ontstaat uit de eerste-orde-voorwaarde een stelsel van n vergelijkingen
met n onbekenden, maar dit kan niet op de bovenbeschreven wijze worden
opgelost, omdat de onbekenden niet gersoleerd kunnen worden. Door de
vorm van de vergelijkingen is oplossing van het stelsel uiterst moeilijk, zo
niet onmogelijk. In het volgende hoofdstuk zal blijken dat de benadering
met behulp van dynamische programmering hier betere perspectieven biedt.
Tot zo lang laten we de eindige niet identieke keten rusten.
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5. EEN ONEINDIGE KETEN VAN IDENTIEKE MACHINES
In het geval van een oneindige keten van identieke machines worden de af-
zonderlijke optimale levensduren aan elkaar gelijk. Dit kan als volgt worden
ingezien (zie ook [66], blz. 56):
Zojuist is afgeleid, dat de kapitaalwaarde van de keten die op tijdstip Ti
start, op dat tijdstip gelijk is aan
KT,= Kit X
waarin X = de kapitaalwaarde op tijdstip Ti van alle opvolgers van de eerste
machine.
De kapitaalwaarde van dezelfde keten, maar nu gerekend vanaf tijdstip
T2' is op dat tijdstip gelijk aan:
KT2  =  Kit Y
waarin Y = de kapitaalwaarde op tijdstip T2 van alle opvolgers van de
'tweede' machine.
Als de keten oneindig lang is, dan hebben de eerste en de tweede machine
'even veel' opvolgers, dus:
KT,= KT:
Maar dit geldt ook voor de opvolgers:
X=Y
Uit een en ander volgt, dat Ki  = K2 dus 81  = 82·
Deze redenering kan men opstellen voor elk willekeurig begintijdstip Tj,
zodat Oj = ej+1 = 0 (j - 1,2,..., co).
We kunnen dus defini6ren, wederom met verwaarlozing van de invloed
van de tijdstippen Tp en 71, +1  f
Q(Tp, t) = Q(A) waarin  A  = t-T p (leeftijd op tijdstip  t)
S(T„ T,+1) = S(0) waarin  0   -   Tp + 1 -T p (levensduur)
De kapitaalwaarde van de pe machine uit de keten is dan op het moment van
investeren gelijk aan:
re
Ko = Qe-'AQ(A)dA+SCO)e-'0-C (3.8)
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Op tijdstip 0 is dit gelijk aan e -ie(p-  1 )Ko zodat de kapitaalwaarde van de
hele keten van investeringen gelijk is aan:
oo                         KoK= 62 e-10(p- 1,Ko = (3.9)
P=1 1-e-8




Q(0)+S'(0) = i{S(8)+K} (3.10)
Ook nu is de optimale levensduur korter dan in het geval van Un enkele
machine zonder opvolgers.
We kunnen (3.10) ook als volgt schrijven:
Q(0)+S'(0) = iS(0)+ 1 -e-ie Ko
=is(O) + Ko (3.11)
aFIi
In woorden: de optimale levensduur eindigt op dat tijdstip waarvoor geldt
dat het exploitatie-resultaat na aftrek van de restwaardedaling gelijk is aan
de kosten van het op dat tijdstip nog in de machine opgesloten vermogen
plus de optimale annuIteit van de kapitaalwaarde van elke machine op het
tijdstip van investeren. Ook hier blijkt dat het optimum daar wordt gevon-
den, waar marginale opbrengsten gelijk zijn aan marginale kosten, waarbij
'marginaal' moet worden verstaan als de marginale tijdseenheid.
6. DE BEPALING VAN HET OPTIMALE BEGINTIJDSTIP VAN EEN KETEN
Tot nu toe is steeds uitgegaan van de veronderstelling dat het gegeven tijdstip
Tt het begin van een keten van duurzame produktiemiddelen markeerde.
V66r dit tijdstip kan weliswaar reeds een machine werkzaam zijn geweest,
maar deze prehistorie werd steeds geacht van geen enkele invloed te zijn op
de beslissingen die thans, dat wil zeggen vanaf tijdstip Ti moeten worden
genomen. Deze veronderstelling laten we vervallen; we nemen nu aan dat er
op het huidige beslissingsmoment Tt reeds een machine aanwezig is en dat
deze op dat tijdstip reeds een zekere leeftijd heeft bereikt.
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Analytisch kunnen we deze reeds werkzame machine beschouwen als een
investering op tijdstip Ti ter grootte van nul, die gedurende het tijdvak
[Tl' T2) een exploitatie-overschot zal vertonen en  op dat tijdstip T2  een
restwaarde zal opleveren. Welke veronderstellingen we ook maken met be-
trekking tot de rest van de keten, in ieder geval betreft deze eerste 'investe-
ring' een machine die niet identiek is met de overige, was het alleen al van-
wege het feit dat het eerste 'investeringsbedrag' nul gulden groot is.
Laten we eerst veronderstellen dat de aanwezige machine op een nog on-
bekend tijdstip T2 zal worden vervangen en dat op dat tijdstip een eindige
keten  van n-1 identieke machines van start   gaat.   In dit geval ontstaat,
wederom met verwaarlozing  van de invloed  van de tijdstippen  Tj  en   Tj + 1,
het model dat is weergegeven in formule (3.7a) waarbij nu evenwel de volgen-
de interpretaties in acht genomen moeten worden:
reo
Ki  -  I    e-iAoqo(Ao)dAo + So(00)e -ieo
JO
00       = de nog resterende levensduur van de oude machine;
Ao             =  de  leeftijd  van  de oude machine op tijdstip  t  (t  2  Ti ) minus  de
leeftijd van deze machine op tijdstip Ti;
00(Ao) = de exploitatie-overschotten van de oude machine als funktie van
Ao.  De  suffix 0 duidt  aan  dat, in tegenstelling tot de  tot nu toe
gangbare definities, er een leeftijd-transformatie heeft plaats ge-
had.
So(00)  = de restwaarde van de oude machines op tijdstip T2.
Het overige gedeelte van formule (3.7a) behoudt zijn oorspronkelijke be-
tekenis. De oplossing van het model geschiedt geheel analoog aan de op-
lossing van (3.7a) en levert geen problemen op. De aldaar gedane uitspraak
omtrent de levensduren van de opeenvolgende machines geldt nu vanzelf-
sprekend eerst vanaf tijdstip T2. Is de oude machine identiek met zijn op-
volgers (wat niet vereist is in het voorgaande) dan strekt deze uitspraak zich
ook over de levensduur van deze oude machine uit, voorzover deze gelegen
is na tijdstip Ti en geldt dan uiteraard in versterkte mate.
Wordt het oude produktiemiddel opgevolgd door een oneindig lange keten
van identieke machines, dan ontstaat het volgende model:
reo e-ie°Ko
K  =      e-'4Qo(,10)dio + So(Ook-'00 + 1-e-te
De laatste term heeft dezelfde betekenis als in formule (3.9) maar geldt slechts
vanaf tijdstip Tl.
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Optimaliseren we eerst naar 0, de levensduur van de 2e, 3e enz. machine,
dan is het resultaat gelijkluidend met formule (3.11). De optimale resterende
levensduur 0  van de eerste machine volgt uit:
iK:
Qo(80) + SA(00)  =  iso(Go) +  1- e'lie
(3.12)
Dit lijkt op het eerste gezicht vreemd: de uitkomst is dezelfde als de op
een identieke keten betrekking hebbende formule (3.11). Maar dit is slechts
schijnbaar het geval. De funkties Qo en So hebben immers een andere ge-
daante dan de funkties Q en S die gelden voor de tweede, derde, enz. machine.
Alleen al daarom zal 8% een andere waarde hebben dan 0*. Dat de annuiteit
van Ko* in (3.11) zowel als in (3.12) dezelfde invloed uitoefent, hangt samen
met de omstandigheid dat de keten oneindig lang is. Dit houdt in, dat op
welk tijdstip de tweede machine ook wordt geinstalleerd, de annuiteit van de
kapitaalwaarde van deze machine op dat tijdstip even groot is. En deze an-
nuiteit zal door de eerste machine moeten worden opgebracht, of dit nu
eenzelfde nieuwe is zoals in (3.11), of een reeds bestaande, niet noodzakelijk
identieke, zoals in (3.12).
7. HET MODEL VAN TERBORGH 4
7.1. Uitgangspunten en procedure
Tot nu toe is bij de benadering van de vervangingsproblematiek steeds de
gehele keten van machines het object van beschouwing geweest. Steeds werd
getracht om voor iedere schakel van deze keten de optimale levensduur te
bepalen om zodoende een optimale vervangingspolitiek vast te stellen. Het
probleem omtrent de bepaling van het optimale vervangingstijdstip werd ge-
formuleerd als een eenstapsbeslissingsprobleem: het resultaat van de analyse
was niet alleen de optimale levensduur van de eerste machine van de keten,
maar tevens de optimale levensduren van alle opvolgers daarvan. Om het
model enigszins hanteerbaar te houden waren vrij stringente veronderstel-
lingen nodig, waarbu een van de uit oogpunt van actualiteit meest hinder-
lijke was, de veronderstelling van het identiek zijn van de elkaar opvolgende
machines. Daardoor mocht bijvoorbeeld van technische vooruitgang geen
sprake zijn. Liet men deze veronderstelling vervallen, dan was het alleen dan
theoretisch mogelijk een optimale vervangingspolitiek vast te stellen, als
men van een eindige keten uitging.
4  Zie ook [81, [151, [701, [71 1, [721, [741, [75], [801, [81].
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Juist de technische vooruitgang echter is er de oorzaak van, dat een in het
bedrijf aanwezige machine telkens opnieuw wordt beconcurreerd door een
nieuwe machine, die dank zij de technische vooruitgang betere prestaties kan
leveren. Of, in de terminologie van Terborgh, de bestaande machine moet
zich steeds opnieuw verdedigen tegen de uitdaging van nieuwe en betere
produktiemiddelen. We spreken dan ook van verdediger (defender) en uit-
dager (challenger).
Omdat steeds nieuwe uitdagers zullen verschijnen is het niet mogelijk om
voor een oneindig lange keten van produktiemiddelen tegelijkertijd de eco-
nomische levensduren van alle schakels te bepalen. Maar dit is ook niet
nodig. Immers de concrete beslissing die de ondernemer moet nemen, betreft
de vraag of hij een bepaaIde aanwezige machine op dit moment moet ver-
vangen, dan wel of hij de vervanging tot een later tijdstip moet uitstellen.
Besluit de ondernemer tot het laatste, dan is het op dit moment niet relevant
op welk tijdstip precies tot vervanging moet worden overgegaan. Het is
voldoende als de beslissing 'wel of niet vervangen' op regelmatige tijdstippen
wordt genomen. In het navolgende wordt verondersteld dat deze beslissings-
tijdstippen een onderlinge afstand van telkens 66n periode hebben.
De beslissing omtrent het al of niet vervangen moet worden genomen op
basis  van de volgende overwegingen:
-  hoe sterk is de concurrentie van de uitdager ten opzichte van de verdediger;
- als besloten wordt tot vervanging over te gaan, dan wordt de huidige uit-
dager op het eerstvolgende beslissingstijdstip op zijn beurt verdediger.
Men zal dus rekening moeten houden met latere beslissingen.
We  kunnen  het ook anders stellen: de huidige beslissing  of de aanwezige
machine moet worden vervangen of niet, komt neer op het doen van een
optimale keuze uit twee oneindig lange ketens van niet identieke machines,
waarvan de ene keten begint met de aanwezige, niet nieuwe machine (de
verdediger dus), en de andere keten begint met de nieuwe machine, die als
uitdager is opgetreden. Beide ketens vinden hun beginpunt in het onder-
havige beslissingstijdstip. De moeilijkheid is evenwel dat van de beide ketens
slechts van de eerste schakel de eigenschappen bekend zijn, zodat zonder
nadere veronderstellingen een vergelijking tussen beide ketens als geheel
niet mogelijk is. Terborgh maakt nu een veronderstelling, zodanig dat de
economische gedragingen van de tweede en volgende schakels van beide
ketens identiek zijn. Op grond hiervan kan worden volstaan met een ver-
gelijking van de economische eigenschappen van uitdager en verdediger, wat
inderdaad mogelijk is.
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In welk opzicht onderscheidt zich nu de uitdager van de verdediger?
Om dit onderscheid aan te geven introduceert Terborgh het begrip
'operating inferiority'. Iedere machine, aldus Terborgh ([72], blz. 61) is
onderworpen aan zowel 'deterioration' als 'obsolescence'. Deterioration is
de achteruitgang in de tijd van de prestaties van de machine, vergeleken met
een identieke machine in nieuwe staat 5. Het is dus een technische slutage die
tot uiting komt in hogere complementaire kosten en/of in een lagere waarde
van de verleende diensten, vergeleken met een zelfde machine in nieuwe toe-
stand. De deterioration op tijdstip t van een machine, die dateert van tijdstip
Tp (Tp &6 t) kunnen we dus weergeven als:
D(Tp, t) = Q(Tp, T,)-Q(Tp, t)
Obsolescence is het verschil in prestaties zoals dit op een bepaald tijdstip
bestaat tussen de bestaande machine en de op dit tijdstip verkrijgbare beste
machine, waarbij de technische slijtage buiten beschouwing wordt gelaten.
Men vergelijkt dus de prestaties die de oude machine zou leveren als hij op
dit moment nieuw geweest was, met de prestaties van de uitdager. De obso-
lescence is te schrijven als:
0(Tp, t) = Q(t, t)-Q(Tp, Tp)
Operating inferiority nu is het gezamenlijk gevolg van deterioration en ob-
solescence. Kwam de deterioration reeds in onze oorspronkelijke Q-funkties,
waarin het exploitatie-overschot een dalende funktie was van de tijd, tot
uiting, de obsolescence werd tot dusverre niet in de analyse betrokken. We
kunnen de operating inferiority van een machine die op tijdstip T, is gein-
stalleerd, op tijdstip t (t 2 Tp) dus als volgt weergeven als een (stijgende)
funktie van t:
/(Tp, t) = D(Tp, t)+0(Tp, t) = Q(t, 0-Q(Tp, t)
In deze definitie is dus de invloed van het investeringstijdstip zelf op het
exploitatie-overschot, van welke invloed in de voorgaande modellen werd
geabstraheerd, wederom in ere hersteld. Uit deze definitie blijkt tevens de
veronderstelling dft de onderneming bij zijn investeringen altijd de beste
keuze maakt: de inferioriteit   van een machine   op het moment   dat   deze
wordt geinstalleerd, bedraagt nul 6.
3     In het Frans wordt het begrip deterioration aangeduid als rusure (vergelijk  [l ],  blz.
330).
6   Voor een gedetailleerde uitwerking van het begrip inferioriteit moge worden verwezen
naar [75], biz. 16 e.v.
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7.2. Het adverse minimum; analyse van de beslissing 'vervangen'
Is aldus de vergelijking van uitdager en verdediger in principe mogelijk ge-
maakt, thans moeten de voorwaarden aan de orde gesteld worden waaraan
moet zijn voldaan, wil deze vergelijking inderdaad een goede basis zijn voor
een optimale beslissing. Als deze voorwaarden zijn geformuleerd zullen we
de vergelijking zelf nader uitwerken.
Teneinde deze voorwaarden te kunnen formuleren introduceert Terborgh
het begrip 'adverse minimum'. Het adverse minimum van een machine is het
minimum met betrekking tot het vervangingstijdstip van de tot een annuIteit
herleide totale kosten van deze machine. Voor een nieuwe machine bestaan
deze kosten uit de operating inferiority plus investeringsuitgave minus de
restwaarde. In formule-vorm:
t  rTp·,
1     e-1(:-T,4(Tp, t)dt- S(Tp, Tp+ 1)e-,(Tp+,-Tp)+ C(Tp) 
mp = vt t.,p rTp + 1                                                                                  rp e-ic,-Tp,(it
(P 21) (3.13)
waarin mp het adverse minimum voorstelt van een machine die op tijdstip Tp
is geinstalleerd, en de overige symbolen de reeds eerder aangegeven betekenis
hebben.
Uitwerking van (3.13) geeft, dat op het optimale vervangingstijdstip T; 1
moet  gelden:
1(71, TA,)_ DS(Tp, T;+1) = -iS(Tp, T;+1)+mp (3.14)
aT;+ 1
De analogie met (3.10) is opvallend, hoewel geen sprake is van volkomen
identieke machines. We komen hierop terug (zie blz. 45).
Formule (3.13) heeft een ietwat andere gedaante voor de verdediger.
Voorlopig willen we ons echter beperken tot de oneindig lange keten die met
de uitdager begint, een van de beide beslissingsalternatieven dus.
Om de analyse van deze keten te kunnen beperken tot de analyse van de
eerste schakel, veronderstelt Terborgh dat het adverse minimum van elke
toekomstige uitdager gelijk is aan het adverse minimum van de huidige uit-
dager. Op grond van deze veronderstelling geldt dat het adverse minimum
van de gehele (oneindig lange) keten gelijk is aan het adverse minimum van
de eerste schakel, dus van de huidige uitdager. Het adverse minimum van de
gehele keten is immers de annulteit van de opeenvolgende adverse minima;
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aangezien de laatste aan elkaar gelijk zijn, is deze annuYteit gelijk aan dit
adverse minimum zelf.
Onder deze veronderstelling geldt tevens, dat de bepaling van het optimale
vervangingstijdstip met behulp van (3.13) leidt tot minimalisatie van de con-
tante waarde van de totale kosten van de gehele keten. Immers het adverse
minimum van de uitdager is gelijk aan het adverse minimum van de gehele
keten; aangezien de annuIteitsfaktor van een oneindige annulteit constant is,
betekent dit dat de contante waarde van de inferioriteitsaccumulatie en de
investeringsuitgaven minus de restwaarden die verbonden zijn aan de gehele
keten, wordt geminimaliseerd.
De uitkomst van deze contante waarde heeft echter uitdrukkelijk betrek-
king op de oneindige keten van machines, waarvan de eerste schakel bestaat
uit de nieuwe machine, de uitdager. In werkelijkheid start de stroom kosten
en opbrengsten niet met deze uitdager, er wordt eerst een restwaarde ont-
vangen op grond van het buiten gebruik stellen van de oude machine, voor-
opgesteld dat de onderhavige keten de optimale keuze is uit de twee genoemde
alternatieven. Onder deze laatste voorwaarde doet het verwaarlozen van
deze 'eerste' restwaarde niet ter zake; hij is immers toch constant. Voor de
ve rgelijking  met de keten  die van start gaat  met de oude machine (de beslis-
sing'niet vervangen') moet evenwel met het verwaarlozen van de restwaarde
van het oude apparaat worden rekening gehouden.
7.3. Analyse van het alternatief'niet vervangen':  confrontatie van de alterna-
tieven
Laat ons nu de keten analyseren die begint met de oude machine, dus het
alternatief 'niet vervangen'. Ook hier blijft de veronderstelling van kracht
dat elke toekomstige uitdager hetzelfde adverse minimum heeft als de huidige
uitdager. Indien we beide beslissingsalternatieven met elkaar willen verge-
lijken, dan zouden we de tot annuiteiten herleide totale kosten van beide
ketens tegenover elkaar moeten stellen, ofwel de adverse minima van beide
ketens.
Krachtens de veronderstelling bestaan beide ketens echter uit machines
met precies dezelfde adverse minima, behalve de eerste van iedere keten. Het
enige verschil tussen de adverse minima van de beide ketens wordt dus ver-
oorzaakt door het verschil tussen het adverse minimum van de uitdager en
het adverse minimum van de verdediger. Is het adverse minimum van de uit-
dager het laagste van deze beide, dan moet tot vervanging worden overge-
gaan, in het andere geval wordt de bestaande machine gehandhaafd.
Bij de bepaling van het adverse minimum van het alternatief 'vervangen'
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is evenwel, zoals gezegd, de restwaarde-ontvangst van de oude machine ver-
waarloosd. Voor een correcte vergelijking van de alternatieven moet deze
restwaarde dus worden opgeteld bij de kosten die het alternatief 'niet ver-
vangen' met zich meebrengt. Dit gebeurt door bij de bepaling van het adverse
minimum van de verdediger deze restwaarde te beschouwen als investerings-
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waarin To (To < 0) het tijdstip is waarop de aanwezige machine indertijd is
geinstalleerd.
Met nadruk wordt erop gewezen dat uit de vergelijking tussen (3.13) en
(3.15) alleen de beslissing resulteert of er op dit moment tot vervanging moet
worden overgegaan of niet. Dit is het enige relevante resultaat, hoewel uit de
berekeningen van de adverse minima tezelfder tijd de tijdstippen voortvloeien
die het einde van de economische levensduur markeren. Deze tijdstippen
hebben in de onderhavige theorie slechts een zeer beperkte betekenis voor de
vervangingsbeslissing. Blijkt uit de berekeningen dat de bestaande machine
moet worden gehandhaafd en dat de waarde van T  waarvoor zijn adverse
minimum wordt bereikt, T; bedraagt, dan betekent dit niet zonder meer, dat
de bestaande machine 'dus' op tijdstip T; zal worden vervangen. Dit is, als
de veronderstelling van de constante adverse minima actueel blijkt te zijn,
zelfs onwaarschijnlijk. Het adverse minimum van de verdediger zal, als het
tijdstip T; is gepasseerd, weliswaar aanwijzen dat het'optimale' vervangings-
tUdstip samenvalt met het tijdstip waarop de analyse wordt uitgevoerd, maar
zolang dit minimum zelf kleiner is dan het adverse minimum van de uitdager,
wordt niet tot vervanging overgegaan. Tot dat moment blijft het immers nog
altijd voordeliger om de produktie met de oude machine voort te zetten. De
volgende figuren mogen dit toelichten.
Het adverse minimum van de verdediger wordt bereikt in T; (zie fig. 2).
Dit minimum blijkt kleiner te zijn dan het adverse minimum van de uitdager,
dus er wordt niet tot vervanging overgegaan. Stel, dat op tijdstip T; de
analyse opnieuw wordt uitgevoerd. De verdediger is dan verder versleten,
dus de totale kosten vanaf T; zijn hoger dan vanaf Ti. Ook de annuiteit van
deze kosten zal dus groter zijn. Het in figuur 3 geschetste beeld zou kunnen
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Figuur  2.  De situatie op tijdstip  Ti·
ontstaan: het adverse minimum van de verdediger valt samen met het tijd-
stip waarop de analyse wordt uitgevoerd. Krachtens de veronderstelling
is het adverse minimum van de uitdagers niet veranderd. Hoewel het
'optimale' vervangingstijdstip T; is, blijkt het bijbehorende adverse mini-
mum van de verdediger nog steeds lager te zijn dan dat van de uitdager.
Ook nu wordt niet vervangen. Vervanging vindt eerst plaats als het ad-
verse minimum van de verdediger groter is dan dat van de uitdager.
De hierboven beschreven handelwijze heeft, zoals we hebben gezien, tot
gevolg dat de onderneming de contante waarde van alle kosten die betrek-
king hebben op de machineketen, minimaliseert. In hoeverre is deze doel-
stelling in overeenstemming met de doelstelling: maximaliseer de kapitaal-
waarde van de keten?







Figuur 3. De situatie op tudstip T2*•
De doelstellingsfunktie volgens Terborgh luidt dus:
minimaliseer:
      C   rT j + 1
L=I<| e-19(Ti , t)dt-S(Tj, T+ 1)e-iT,+, + C(Tj)e- <TJ 
j,=1\JT,
Dit kunnen we schrijven als:
L=         'e-i'Q(t, t)dt-  I        e-':(2(79, t)dt +
TTJ+1
j=l   1 J Tj J Tj
- S(Tj, Tj+ 1)e-iT,+t + C(Tj)e- iT, 
f=
= 1   e-'Q(t, t)dt-K (3.16)Jo
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waarin K gedefinieerd is in formule (3.1) en de kapitaalwaarde van de gehele
oneindige keten voorstelt. Omdat de eerste term van het rechterlid van (3.16)
onafhankelijk is van Tj (j - 1,..., 00) betekent minimalisatie van (3.16)
hetzelfde als het maximaliseren van de kapitaalwaarde.
7.4. Slotopmerkingen
De vraag is natuurlijk, of de veronderstelling van een constant adverse
minimum actueel is. Hieromtrent kan geen verstandig woord worden gezegd:
Terborgh geeft zelf toe, dat deze veronderstelling alleen gemaakt is bij gebrek
aan een betere  ( [72],  blz.  64-65).
Men kan wet zeggen, dat de veronderstelling van een constant adverse
minimum minder stringent is dan de veronderstellingen die ten grondslag
liggen aan het model van de oneindige keten, waarbij de annuiteit van de
kapitaalwaarde van iedere machine afzonderlijk eveneens constant is (vlg.
formule (3.9)). Het model van Terborgh laat immers toe de technische voor-
uitgang expliciet in de beschouwing te betrekken, waarbij per afzonderlijke
machine het verloop van de exploitatie-overschotten en van de restwaarde,
benevens het investeringsbedrag verschillend kunnen zijn. Deze vrijheid is
echter niet onbeperkt, aangezien het totale resultaat toch een constante an-
nuiteit moet opleveren, waarbij variaties in de kapitaalwaarde moeten worden
gecompenseerd door variaties in het inferioriteitsverloop en in de 'economi-
sche levensduur.' De machines moeten gemiddeld genomen dus dezelfde
economische betekenis voor de onderneming hebben 7
Tot slot van deze paragraaf nog twee opmerkingen. De hierboven weer-
gegeven formule (3.13) voor het adverse minimum is voor praktische toe-
passingen minder geschikt. Daarom heeft Terborgh enige vereenvoudigingen
aangebracht waardoor een praktisch hanteerbare benaderingsformule ont-
Stond die bekend staat als de MAPI-formule. Hiervoor verwijzen wij naar
het reeds meermalen aangehaalde boek van Terborgh [72].
Ten tweede merken wij op dat de hierboven weergegeven theorie van
Terborgh dateert  van  1949. In latere jaren heeft hij enige niet essenti6le  ver-
fijningen aangebracht in de praktische uitwerking, maar in zijn meest recente
publikaties heeft hij zich geheel afgewend van de problemen van vervanging
en  levensduur  (zie  [70]  en [71]). Volgens Traas  ([75],  biz.  39)  was  dit  het
gevolg van zijn ervaringen in de praktijk, waar men liever vasthield aan de
behandeling van de levensduur als een exogene variabele.
7 Dezelfde conclusie wordt getrokken door Wemelsfelder en Van Winkel ([81], blz. 298).
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8. DE OPVATTING VAN J. L. MEIJ
8.1. Inleiding
Een van de bekendste Nederlandse bedrijfseconomen die reeds in de jaren
vijftig aan het probleem van de vervanging van duurzame produktiemiddelen
aandacht besteedde, was J. L. Meij. De opvattingen van deze schrijver om-
trent dit vraagstuk zijn door hem neergelegd in verscheidene publikaties, uit
welke geschriften wel een zekere ontwikkeling van zijn denkbeelden blijkt,
maar die in essentie toch een en dezelfde theorie weergeven. Deze theorie,
hoewel van vrij vroege datum, vertoont een zodanige originaliteit, dat zij ook
nu nog prikkelt tot kritische beschouwingen, wat moge blijken uit publika-
ties van onder anderen Wemelsfelder en Traas. Een behandeling van deze
theorie mag dan ook hier zeker niet ontbreken.
Alvorens deze theorie nader aan de orde te stellen moeten wij vermelden
dat het oogmerk waarmee Meij zijn opvattingen omtrent het onderhavige
vraagstuk ontwikkelde, wezenlijk verschilt van de tot dusverre weergegeven
theoriean: zijn bedoeling was niet in de eerste plaats een instrument te ont-
wikkelen ten behoeve van de investeringsanalyse, maar een theorie te formu-
leren voor de bedrijfseconomisch juiste bepaling van de afschrijvingen
([54], blz. 188, [52], hoofdstuk VII). In eerste instantie heeft Meij dan ook
geen investeringsmodel geformuleerd, maar analyseerde hij het verloop van
de waarde van de werkeenheden die in een duurzaam produktiemiddel liggen
opgesloten. De methode die hij hierbij volgde, sluit, zoals nog nader zal
worden toegelicht, echter nauw aan bij de eerder in dit hoofdstuk behandelde
modellen.
8.2. De theorie van J. L. Meij (1)
Vervangingsproblemen ten aanzien van een bepaald duurzaam produktie-
middel ontstaan op grond van de omstandigheid dat de prestaties van dit
produktiemiddel zowel absoluut als relatief een achteruitgang vertonen, of
in de terminologie van Terborgh, inferioriteit accumuleren. Deze inferiori-
teitsaccumulatie kan enerzijds worden toegeschreven aan wat Meij noemt
endogene faktoren, dat wil zeggen aan faktoren die met het produktiemiddel
zelf zijn verbonden, en anderzijds aan exogene faktoren, zoals technische
vooruitgang. De endogene faktoren corresponderen dus met wat Terborgh
noemde deterioration, de exogene faktoren met obsolescence.
De endogene faktoren zijn ([52], blz. 91):
'- stijging van de complementaire kosten van de voortbrenging;
J.  L.   Meij                                                                             41
- vermindering van de hoeveelheid in een bepaalde periode voortgebrachte
eenheden produkt;
- vermindering van de kwaliteit der voortgebrachte produkteenheden'.
De exogene faktoren vertonen een soortgelijk beeld (t.a.p.):
'- kwalitatieve verbetering van het door het nieuwe produktiemiddel voort-
gebrachte produkt;
- vergroting van de hoeveelheid met het nieuwe produktiemiddel in een
bepaalde periode verkregen produkt;
- vermindering van de complementaire kosten'.
In de bovenstaande opsomming wordt gesproken over 'het' nieuwe produk-
tiemiddel; inderdaad veronderstelt Meij dat de produktietechniek gegeven
is, zodat er geen keuzevrijheid bestaat aangaande de soort vervangende
machine (vergelijk [54], blz. 203). Aangezien de exogene faktoren volgens
Meij onmogelijk te voorspellen zijn, kan men bij de opstelling van een af-
schrijvingsplan alleen rekening houden met de endogene faktoren (zie [52],
blz. 78). Bovendien wordt verondersteld dat: '. . .de toekomstige vervangers
dezelfde aanschaffingsprijs hebben en ook dat de waarde van hun werkeen-
heden hetzelfde verloop zal vertonen'  ([53],  blz.  39).  Dit  geldt  ook  voor  de
complementaire kosten: '. . . the (minimal) costs of production with all sub-
sequent replacing machines will be equal to the costs of production with the
existing one' ([54], blz. 207). Kortom er is sprake van een keten van machines
die zich althans in economisch opzicht gedraagt als een oneindige keten van
identieke machines.
Centraal in de theorie van J. L. Meij staat het begrip vervangingswaarde
van het produkt. Onder dit begrip verstaat hij 'de kosten (per eenheid, vH)
bij produktie met een nieuw produktiemiddel bij zijn optimale gebruiksduur'
( [53 ],  biz.  39). De optimale gebruiksduur is de enige variabele die hier een rol
speelt, dit krachtens de veronderstelling dat de optimale produktietechniek
gegeven is, zodat geen optimale keuze behoeft te worden gedaan uit een
aantal kandidaten voor de funktie van het bestaande produktiemiddel. In
bovenstaande definitie is het woordje 'nieuw' eigenlijk overbodig. Uit de
contekst blijkt nl. dat niet is bedoeld de kosten gedurende een optimale
levensduur onder de veronderstelling dat gedurende deze levensduur steeds
met een nieuwe machine wordt gewerkt, bedoeld wordt dat de kosten per
eenheid produkt die met een machine worden gemaakt, het laagst zijn bij een
48                 Klassieke benadering vervangingsprobleem
optimale lengte van de levensduur. Aangezien alle machines economisch
identiek zijn, doet het er niet toe welke individuele machine als uitgangspunt
wordt genomen. Deze laagste kosten per eenheid produkt vormen nu de ver-
vangingswaarde van dat produkt.
De vervangingswaarde per eenheid produkt is echter onbekend: conform
de theorie van de vervangingswaarde bestaat deze op een bepaald moment
uit de complementaire kosten en uit de kosten van de verbruikte werkeen-
heden, de afschrijvingen. Aangezien de analyse tot doel heeft deze laatste
kostencomponent te bepalen, is op voorhand de vervangingswaarde van het
produkt evenmin gegeven. Indien dit wet het geval zou zijn, zou het optimale
vervangingstijdstip gemakkelijk te bepalen zijn: het is immers het tijdstip
waar de complementaire kosten van de produktie gelijk zijn aan de ver-
vangingswaarde daarvan. Anders geformuleerd, op dat tijdstip zijn de kosten
die gedurende de marginale tijdseenheid zijn ontstaan, juist gelijk aan de
opbrengsten in deze marginale tijdseenheid, waarbij onder opbrengst moet
worden verstaan de fysieke opbrengst, gewaardeerd tegen vervangingswaarde.
Wederom dus een toepassing van de bekende regel dat het optimum daar
wordt gevonden waar marginale opbrengsten gelijk zijn aan marginale
kosten.
Uit het voorgaande moge blijken dat het noodzakelijk is de vervangings-
waarde van het produkt en de optimale levensduur van het produktiemiddel
simultaan te bepalen. Welke gegevens staan ons daartoe ter beschikking?
In de eerste plaats is het verloop van de produktiehoeveelheid in de tijd
bekend. Als we met Meij bovendien aannemen dat kwaliteitsverminderingen
kunnen worden herleid tot kwantiteitsverminderingen, dan zijn hiermee de
twee laatstgenoemde endogene faktoren voor de inferioriteitsaccumulatie
gegeven. In de tweede plaats is het verloop van de complementaire kosten
bekend. Deze zijn zowel afhankelijk van de produktie-omvang als van de tijd;
maar omdat de produktie-omvang als funktie van de tijd kan worden ge-
schreven, kunnen ook de complementaire kosten als funktie van de tijd
worden opgevat. Tenslotte is het investeringsbedrag ten behoeve van de
machine bekend. Aangenomen wordt dat een oude machine geen restwaarde
heeft, maar zo nodig kan men het investeringsbedrag opvatten als een netto
uitgave, dus als bruto-investeringsbedrag minus een (constante) restwaarde.
Ter vereenvoudiging van de analyse ziet Meij verder af van de invloed van
een disconteringsfaktor. Deze abstractie is niet essentieel: we zullen later
(zie par. 8.4) aantonen dat de conclusies niet wezenlijk veranderen als wel
rekening gehouden wordt met discontering.
De analyse wordt uitgevoerd aan de hand van onderstaande figuur (ver-
gelijk [53], blz. 44 e.v.):
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Figitur 4. De bepaling van het optimale vervangingstijdstip volgens J. L. Meij.
In deze figuur stelt OQ 'de jaaropbrengst tegen kostprijs voor van het best
beschikbare produktie-middel' (t.a.p.), dit wil zeggen de opbrengst van de
produktiehoeveelheid die een nieuwe machine mogelijk maakt, gewaardeerd
tegen de vervangingswaarde van het produkt. De produktiehoeveelheid moet
theoretisch gezien echter niet worden gemeten over het gehele eerste jaar,
maar slechts op het moment van investeren, daar de hoeveelheid produkt als
gevolg van inferioriteitsontwikkeling gedurende het eerste jaar daalt : We
beschouwen de afstand 00 in het navolgende dan ook als het mathematische
produkt van de produktiehoeveelheid van een nieuwe machine op het in-
8 Strikt genomen is de produktie-omvang op een tijdstip gelijk aan nul. Men zou in
theorie moeten spreken over de produktiehoeveelheid in een oneindig klein, maar positief
tijdsinterval. Gemakshalve zullen we echter steeds spreken van de produktiehoeveelheid
op een tijdstip. Soortgelijke opmerkingen kunnen worden gemaakt over de complemen-
taire kosten, de waarde van de werkeenheden en de inferioriteit.
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stallatietijdstip met de vervangingswaarde per eenheid produkt. De eerste
faktor is bekend, de tweede echter niet; we weten alleen dat de vervangings-
waarde van het produkt constant is (de minimale gemiddelde kosten per
eenheid produkt). Voorlopig nemen we de afstand OQ dan ook willekeurig.
De onderneming wordt echter geconfronteerd met een afneming van het
produktievolume als gevolg van technische slijtage. Indien de machine op
tijdstip 0 nieuw was, dan zal het feitelijke produktievolume, gewaardeerd
tegen de (voorlopige) vervangingswaarde per eenheid produkt in de tijd
gezien verlopen volgens QB. Punt B markeert het einde van de technische
levensduur: op dat tijdstip is de produktiehoeveelheid gelijk aan nul. Dit
betekent dat punt B vastligt, ongeacht de hoogte van de vervangingswaarde
per eenheid produkt. Het verschil tussen QT en QB is dus te beschouwen
als de inferioriteit, voorzover deze is te wijten aan de dating van het
produktievolume, in welke daling mede de kwalitatieve achteruitgang is
begrepen, zoals was verondersteld.
De curve PD geeft het verloop weer van de complementaire kosten die aan
het gebruik van het duurzame produktiemiddel zijn verbonden. Een nieuwe
machine roept slechts OP aan complementaire kosten op. Het verschil
tussen de feitelijke complementaire kosten en het niveau OP daarvan, dus het
verschil tussen de curven PD en PS is dus gelijk aan de kosteninferioriteit.
De projektie A van het snijpunt D van de curven QB en PD geeft nu het
tijdstip aan waarop de vervangingswaarde van de produktie gelijk is aan de
complementaire kosten, dus het tijdstip waarop de machine moet worden
vervangen. Evenwel is dit tijdstip afhankelijk van het uitgangspunt, de ver-
vangingswaarde per eenheid produkt, die we slechts een voorlopige waarde
hadden gegeven. Tot nu toe ligt de plaats van punt A op de tijd-as dus nog
niet vast.
Er is echter een eigenschap van het beschouwde systeem die we nog niet
hebben gebruikt. Trekt men de curven QB en PD van elkaar af, dan ontstaat
de  kromme   UA; deze stelt conform de definitie  van de vervangingswaarde
het verloop voor van de waarde van de verbruikte werkeenheden. De ligging
en het verloop van deze curve is eveneens afhankelijk van de voorlopige ver-
vangingswaarde per eenheid produkt. Maar tevens moet gelden dat de op-
pervlakte begrensd door OA U, die immers de waarde van de tijdens de gehele
economische levensduur van de machine verbruikte werkeenheden voorstelt,
gelijk is aan de investeringsuitgave. De procedure gaat nu als volgt in zijn
werk: tracht via trial and error een zodanige curve QB te bepalen (waarbij
punt B gegeven is), dus tracht die vervangingswaarde per eenheid produkt
vast te stellen, dat de oppervlakte onder de curve UA precies gelijk is aan de
investeringsuitgave. Is deze gevonden, dan is simultaan de economische
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levensduur OA bepaald en het verloop UA van de waarde der verbruikte
werkeenheden, de afschrijvingen.
De totale inferioriteit die zoals gezegd in het hier beschouwde geval uit-
sluitend de deterioration omvat, wordt weergegeven door het verschil tussen
de curven PT en PS. De curve PT ontstaat door bij de kromme PD (het ver-
loop van de complementaire kosten) het verschil tussen de krommen QB en
QT op te tellen. Gemakkelijk valt in te zien dat de kromme PT het spiegel-
beeld is van de curve UA, het verloop van de waarde der verbruikte werk-
eenheden. 'Op het moment waarop in onze gedachtengang het produktie-
middel dient te worden buiten gebruik gesteld is de totale inferioriteit STjuist
gelijk aan de opbrengst (dit wil zeggen de fysieke opbrengst gewaardeerd
tegen de vervangingswaarde, vH) van het best beschikbare produktiemiddel
verminderd  met zijn complementaire kosten'  ( [53 ],  blz.  44).
8.3. De theorie van J. L. M,e) (2)
De in de vorige subparagraaf weergegeven theorie heeft Meij ook in wis-
kundige vorm gepubliceerd (zie [54], blz. 192 e.v.). Zijn model heeft de
volgende gedaante:
Als
Ro   = de vervangingswaarde per eenheid produkt (onbekend)
q(t) = het volume van de produktie op tijdstip 9 t (bekend)
k(t) = de complementaire kosten op tijdstip t (bekend)
11'(t) = de vervangingswaarde van de op tijdstip t verbruikte werkeenheden
(onbekend),
dan geldt:
Roq(t) = k(t)+ w(t) (3.17)
De elementen van (3.17) zijn gemakkelijk terug te vinden in figuur 4:
Ro q(t) wordt weergegeven  door de curve  QB, de complementaire kosten
k(t) door PD en w(t) door UA.
Relatie (3.17) geldt echter niet alleen voor een tijdstip t maar ook voor de
gehele economische levensduur, die een periode omvat van t=0 tot t=T,
welk laatste tijdstip onbekend is. Dus bij ontbreken van een disconterings-
faktor geldt:
er             T         T
1 Ro q(t) dt  =  I    k(t)dt +J  w(t)dt (3.18)JO Jo
9  Zie voetnoot op blz. 49.
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Hierin moet gelden:
rT
I w(t)dt = C (3.19)
JO
waarin  C de investeringsuitgave  van de machine is. Voorts geldt:
W(T) = 0 (3.20)
Uit (3.18) en (3.19) resp. uit (3.17) en (3.20) volgt:
rT          rT
1 Ro q(t)dt- j  k(t)dt =
C (3.21)
JO
Roq(T)-k(T) = 0 (3.22)
Dit zijn twee vergelijkingen met twee onbekenden, nl. Ro en T, die kunnen
worden opgelost. Uit (3.22) volgt dat op het tijdstip van vervanging de ver-
vangingswaarde van het produkt gelijk is aan de complementaire kosten per
eenheid produkt:
Ro = k(T) (3.23)
q(T)
De vervangingswaarde per eenheid produkt is bovendien gelijk aan de ge-
middelde totale kosten per eenheid produkt, gemeten over de gehele econo-
mische levensduur. Uit (3.21) volgt immers:
rT
k(t)dt + C
Ro = WOrT (3.24)
I q(t)dt
JO
Is het stelsel (3.21) en (3.22) opgelost, dan is via (3.17) de afschrijving W(t)
gemakkelijk te bepalen.
Indien we slechts geInteresseerd zijn in de optimale economische levens-
duur, kan dit resultaat ook op een meer direkte wijze worden verkregen. In
feite is de doelstelling van de analyse in de gedachtengang van J. L. Meij de
minimalisatie van de gemiddelde totale kosten per eenheid produkt gedurende
de economische levensduur van de machine in kwestie 10. Dus:
rT
|   k(t)dt + C




10   Vergelijk ook [54], blz. 204 e.v. waar een soortgelijke afleiding wordt gegeven.
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Differentieren  en nul stellen levert:
rT









Combineren we de formules (3.23) en (3.24) dan krijgen we hetzelfde resul-
taat. Formule (3.25) is evenwel afgeleid zonder gebruik te maken van ver-
onderstellingen omtrent de waarde van de geleverde kapitaaldiensten. Uiter-
aard zijn deze veronderstellingen wel nodig bij het bepalen van de periodieke
afschrijvingen, waar het, zoals gezegd, Meij uiteindelijk om te doen was.
8.4. Enige opmerkingen omtrent de theorie uan J. L. Meij
In de voorgaande subparagraaf is gebleken dat de vervangingspolitiek vol-
gens J. L. Meij is gebaseerd op een minimalisering van de kosten per eenheid
produkt, waarbij een en ander zich afspeelt in het kader van een oneindige
keten (economisch) identieke machines. De vraag rijst of deze doelstelling
correspondeert met de door ons beleden doelstelling, de maximalisatie van                -
de winst op lange termijn, die kon worden vertaald in de maximalisatie van
de kapitaalwaarde. Zoals uit het onderstaande moge blijken is dit slechts
onder strenge additionele veronderstellingen het geval.
Allereerst leidt kostenminimalisering alleen dan tot winstmaximalisatie als
er van mag worden uitgegaan dat de opbrengsten gegeven zijn. Komt de
economische slijtage van een machine tevens tot uiting in een lager wordende
opbrengst per eenheid produkt, dan is dit echter niet het geval: de beslissing
omtrent het betindigen van de levensduur beinvloedt dan immers de totale
opbrengst (vergelijk ook [75], blz. 21, noot 6). De veronderstelling : . . that
the proceeds (market value of the product) are higher than the replacement
value of the product'  ([54],  blz. 204) is dus niet voldoende.  Maar als men de
veronderstelling van de niet beinvloedbare opbrengsten accepteert dan dient
men om de winst te maximaliseren de totale kosten van de gehele keten te
minimaliseren.
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De totale kosten van een oneindige keten identieke machines, zijn als men





De afteiding van deze uitdrukking verloopt geheel analoog aan de afieiding
van formule (3.9). Na enig rekenen is het resultaat dat het minimum wordt
bereikt als geldt:
8 rT
i <    e-"k(t)dt+C k(T)=    wo 1-e-,T
Men kan de afwezigheid van de disconteringsfaktor opvatten als de limiet
van het zojuist verkregen resultaat voor i = 0. Toepassing van de stelling
van de l'Hopital geeft:
T       '
k(t)dt + C
k(T) = 0 (3.26)T
Het optimale vervangingstijdstip is dus dat tijdstip waarvoor geldt dat de
complementaire kosten gelijk zijn aan de gemiddelde totale kosten per tijds-
eenheid, de laatste gemeten over de gehele economische levensduur.




Minimaliseer     0
T
DiA'erentitren en nul stellen levert:
PT
Tk(T) -C-  , k(t)dt




k(T) = 0 T
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Deze procedure wordt in diverse publikaties toegepast, zij het niet steeds met
duidelijke vermelding van de veronderstellingen. Wij noemen o.a. [20] en
[24].
Minimalisatie van de gemiddelde totale kosten per tijdseenheid leidt dus
tot een optimale vervangingspolitiek als bij afwezigheid van de noodzaak tot
disconteren sprake is van een oneindige keten van economisch identieke
machines, waarbij de opbrengsten gegeven zijn.
Confronteren we nu de resultaten van de analyse bij minimalisatie van de
gemiddelde kosten per tijdseenheid (formule (3.26)) met de uitkomst bij
minimalisatie van de kosten per eenheid produkt (volgens Meij, zie formule
(3.25)), dan zien we dat deze alleen dan overeenstemmen als geldt:
T
q(t)dt =T· q(T) (3.27)
0
Met andere woorden op het tijdstip van vervanging moet het produktie-
volume precies gelijk zijn aan het gemiddelde produktievolume per tijds-
eenheid, het laatste gemeten over de levensduur, wil de theorie van J. L. Meij
leiden tot een vervangingspolitiek die de laagste totale kosten van de gehele
keten vereist. Het tijdstip Twordt echter in het model van Meij niet door deze
eis bepaald, maar volgt rechtstreeks uit de minimalisering van de kosten per
eenheid produkt. En alhoewel het niet volstrekt onmogelijk is dat op het aldus
berekende tijdstip T aan (3.27) wordt voldaan, lijkt het ons een zuivere toe-
valligheid als dit zo is bij een in de tijd fluctuerend produktievolume q(t).
Veronderstelt men dat q(t) in de tijd gezien constant is 11, dan wordt wel aan
(3.27) voldaan en weI op elk willekeurig tijdstip t. In dit geval kan men het
begrip tijd door middel van een constante schaalfaktor transformeren tot het
begrip produktievolume, zodat het dan onverschillig is of men de kosten per
tijdseenheid dan weI per eenheid produkt minimaliseert. De veronderstelling
dat het produktievolume per tijdseenheid constant is, past echter vrij moeilijk
in de  theorie van Meij. Aanvaarding ervan betekent immers dat van  de fak-
toren die verantwoordelijk zijn voor de inferioriteitsaccumulatie er nog
slechts 66n overblijft (van de zes die Meij heeft opgesomd), nl. de stijging
van de complementaire kosten. Tn de oorspronkelijke versie beantwoordt de
theorie van Meij echter niet aan het door ons gestelde doel: winstmaximali-
satie op lange termijn, ook niet als we de vertaling van deze doelstelling in
kostenminimalisatie accepteren.
11   Dit zou betekenen dat in figuur 4 de kromme QB niet meer een dalend verloop ver-
toont, maar samenvalt met de rechte OT.
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De conclusies die kunnen getrokken worden als we een disconteringsfaktor
introduceren, zijn geheel analoog aan het voorgaande. De analyse volgens
Meij verloopt dan als volgt:
Roq(t)e-i, = k(t)e-l'+ w(t)e-i'
Dus ook
rT rT rT
Ro   q(t)e-"dt =   k(t)e-ud t +   o w(t)e-i'dt
Wederom geldt
 T  " -1,
J ow(t)e    dt  = C
en w(T) = 0 zodat
rT rT
Ro Q q(t)e-"dt =  k(Oe-"dt+ C
en Roq(T) = k(T). Dus
rT
k(t)e-i,dt + C
Ro =0                       - -                                                                (3.28)k(T)TT            q(T)
 q(t)e-"dt
JO
Indien we de contante waarde van de aan de gehele keten verbonden totale
kosten willen (en mogen) minimaliseren, dan is het resultaat:
' rT
i <    k(t)e-"dt + C 
k(T)  =       '4 0 1-e-iT
hetgeen we kunnen schrijven als:
rT
I k(Oe-i,dt+ C
k(T) =  0 (3.29)rT
e-"dt
JO




t  =   , q(t)e- Mdt
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of, wat hetzelfde  is:
r T
   q(t)e-i,dt
q(T) =0 0 (3.30)
aTIi
Omtrent (3.30) kunnen analoge opmerkingen worden gemaakt als bij de
bespreking van (3.27) voor de situatie zonder discontering: hoewel het op
zichzelf beschouwd niet absoluut onmogelijk is dat het produktievolume op
het tijdstip van vervanging gelijk is aan de 'annuiteit' van de 'contante' pro-
duktiehoeveelheid van de gehele levensduur, moet het toch als een toevallig-
heid worden bestempeld dat dit precies op het uit andere berekeningen af-
komstige tijdstip T het geval is, terwijl (3.30) niet geldt voor andere waarden
van T. Aan (3.30) wordt weer wel voldaan als q(t) onafhanketijk van t, dus
constant zou zijn, maar dan komen we wederom in conflict met de uitgangs-
punten van de theorie van Meij.




wellicht wat moeilijk te interpreteren. Er staat een 'contant' gemaakte pro-
duktiehoeveelheid. Door het disconteren krijgen de kosten die later worden
gemaakt een geringer aandeel in de contante waarde van de totale kosten dan
eerder ontstane kosten. Zou men de disconteringsfaktor bij q(t) weglaten,
dan zouden deze latere kosten ten onrechte een geringer gewicht krijgen in de
vervangingswaarde, ofwel een eenheid produkt zou goedkoper worden naar-
mate het later wordt geproduceerd. De hierboven gevolgde handelwijze
voorkomt deze 'oneerlijke' verdeling van de kosten.
Concluderend kunnen we stellen, dat de theorie van Meij vele karaktertrek-
ken gemeen heeft met de theorie van de oneindige keten van identieke ma-
chines, maar dat de door Meij voorgestelde oplossing van het vervangings-
probleem niet leidt tot minimalisatie van de totale aan de keten verbonden
kosten. Wil men dit laatste toch bereiken dan moeten dermate strenge ver-
onderstellingen worden gemaakt dat de theorie in feit nog slechts toepasbaar
is in het geval van de 'wonderful one-hoss-shay' die Terborgh zo smakelijk
ten tonele voert ([70], blz. 40 en [71], blz. 9).
9. SLOTOPMERKINGEN
In het voorgaande hebben wij de wat wij noemden klassieke benadering van
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het probleem van de vervanging van duurzame produktiemiddelen aan een
tamelijk uitgebreide beschouwing onderworpen. Deze aanpak kenmerkte
zich door het centraal stellen van de bepaling van de optimale economische
levensduur van afzonderlijke machines in een keten, waaruit dan de optimale
vervangingstijdstippen onmiddellijk konden worden afgeleid. De enige uit-
zondering in dit opzicht werd gevormd door de theorie van Terborgh die de
nadruk legde op de eerste beslissing die moet worden genomen, nl. het al of
niet nu vervangen van een reeds aanwezig duurzaam produktiemiddel. In
feite echter is zijn benadering voor een belangrijk deel analoog aan het model
van de oneindige keten van identieke machines, wat voor ons een reden was
zijn model in dit hoofdstuk te behandelen.
Het centraal stellen van de keten van machines geeft aan de modellen
echter een tamelijk star karakter. Zo bleek het introduceren van technische
vooruitgang in deze modellen vrijwel onmogelijk (weer met uitzondering van
Terborgh, en rekentechnisch gezien uiterst moeilijk in het model van de ein-
dige keten), bestond geen keuzevrijheid met betrekking tot de soort ver-
vangende machine en moest de keten strikt enkelvoudig zijn zonder onder-
brekingen of overlappingen. In het volgende hoofdstuk waar de benadering
met behulp van dynamische programmering aan de orde zal worden gesteld,
zullen we nagaan in welke mate deze beperkingen kunnen worden opgeheven.
IV
De benadering met behulp van
dynamische programmering'
1. INLEIDING
Nadat in het vorige hoofdstuk steeds de keten van machines als uitgangspunt
fungeerde bij het opstellen van de verschillende modellen zal in dit hoofdstuk
de keten van beslissingen voorwerp van onderzoek zijn, een wijze van be-
nadering die in beginsel reeds door Terborgh werd toegepast. De vraag-
stelling is analoog aan die bij deze laatste schrijver: moet op het onderhavige
beslissingstijdstip een aanwezige machine worden vervangen door een nieuwe
of is het beter deze machine niet te vervangen? Evenals bij Terborgh wordt
aangenomen dat deze beslissing periodiek moet worden genomen en wel op
tevoren vastgestelde beslissingstijdstippen. Zonder de algemeenheid van de
analyse geweld aan te doen kan bovendien worden aangenomen, dat deze
beslissingstijdstippen equidistant zijn en dat het interval tussen twee opeen-
volgende beslissingstijdstippen, welk interval we planperiode noennen, de
lengte 66n heeft. Deze laatste veronderstelling is overigens niet noodzakelijk.
Zo lang de beslissingstijdstippen tevoren vastgelegd zijn, doet de lengte van
de verschillende planperioden niet ter zake, maar de weergave van de model-
len wordt door deze veronderstelling eenvoudiger.
De opeenvolging van een aantal planperioden resulteert in het zogenaamde
plantijduak, waarvan het einde, de planhorizon, meestal eindig is en gegeven.
De bedoeling is om een zodanige vervangingspolitiek te bepalen dat de kapi-
taalwaarde van de gedurende het plantijdvak gegenereerde cash flows zo
groot mogelijk is. Het begin van het plantijdvak stellen we vast als tijdstip
nul. Op dit tijdstip moet de eerste beslissing omtrent het al of niet vervangen
worden genomen, de laatste valt aan het begin van de laatste planperiode.
Op de planhorizon wordt dus geen beslissing meer genomen. De beslissing
1   Zie ook [15], blz. 174, [19], blz. 343, [6], biz. 114 e.v., [40], blz. 24, [32], blz. 396 e.v.
en blz. 439 e.v.
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die op ieder beslissingstijdstip moet worden genomen, betreft steeds dezelfde
vraag: moet op dit tijdstip worden vervangen of niet? Het antwoord op deze
vraag hangt evenwel ten nauwste samen met beslissingen die op een eerder
tijdstip zijn genomen en met latere. Iedere beslissing legt immers de uitgangs-
punten voor de volgende beslissing vast; heeft men op een zeker tijdstip
besloten tot vervanging over te gaan, dan is op het volgende beslissingstijdstip
een machine aanwezig van 66n periode oud, die er niet zou zijn als de eerst-
genoemde beslissing anders had geluid. De aanpak met dynamische pro-
grammering nu tracht iedere beslissing afzonderlijk te evalueren, rekening
houdend met deze afhankelijkheid. Het probleem wordt aldus beschouwd als
een zgn. meerstapsbeslissingsprobleem. Iedere beslissing heeft evenwel twee
effekten: het direkte effekt, nl. de bijdrage tot de kapitaalwaarde, veroorzaakt
door de beslissing zelf, dus de contante waarde van de cash flow gedurende de
planperiode die onmiddellijk volgt op het beslissingstijdstip, en het indirekte
effekt dat wordt teweeggebracht door de gevolgen van deze beslissing voor
alle daarop volgende, doordat de uitgangspunten voor iedere volgende be-
slissing worden vastgelegd. Deze uitgangspunten zullen we in overeenstem-
ming met de terminologie van dynamische programmering aanduiden met de
term 'toestand' (van het systeem).
Zoals gezegd, wordt meestal (niet altijd) een eindig plantijdvak gedefi-
nieerd, over welk tijdvak getracht wordt de kapitaalwaarde te maximaliseren.
Dit zou betekenen dat de te volgen vervangingspolitiek beinvloed kan wor-
den door de lengte van het plantijdvak, wat toch als een minder gewenste
situatie moet worden beschouwd, met name als het einde van het plantijdvak
niet samenvalt met het betindigen van de ondernemingsaktiviteiten, dus als
de planhorizon min of meer kunstmatig is. Om de invloed van de keuze van
de planhorizon zoveel mogelijk te beperken gaat men te werk volgens het
principe van de opschuivende planhorizon. De gang van zaken hierbij is als
Volgt:
Hoewel de uitkomst van de berekeningen een vervangingspolitiek aan-
geeft die zich uitstrekt tot alle binnen het plantijdvak vallende vervangings-
beslissingen, is uiteindelijk slechts de eerste te nemen beslissing van belang:
immers alleen deze moet onmiddellijk worden genomen. De overige beslis-
singen die worden bepaald, zijn op het eerste beslissingstijdstip slechts indi-
catief van aard: men behoeft deze nog niet te realiseren. Door de invloed van
de disconteringsfaktor immers hebben ver in de toekomst te nemen beslis-
singen slechts een geringe invloed op de eerste te nemen beslissing. Hoe
langer het plantijdvak is, des te geringer is de invloed die de eerste beslissing
ondergaat van de laatste beslissing en dus des te geringer de invloed van de
plaats van de planhorizon.
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Nu wordt de lengte van het plantijkvak meestal bepaald op grond van
pragmatische overwegingen, met name door de reikwijdte van de gegevens.
Vaak is deze reikwijdte constant, zodat men beschikt over (schattingen van)
gegevens betreffende een bepaald aantal perioden in de toekomst. Dit bete-
kent dat zodra het tijdstip is bereikt dat de tweede beslissing moet worden
gerealiseerd, deze beslissing op een plantijdvak kan worden gebaseerd dat
even lang is als het plantijdvak waarop de eerste beslissing was gegrond. De
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Figuur 5. De opachuivende planhorizon.
In deze figuur is bij wijze van voorbeeld de lengte van het plantijdvak op 5
perioden gesteld. De eerste beslissing wordt genomen op tijdstip 0 en is ge-
baseerd op de periode [0,5). Uit de analyse ter bepaling van de eerste op-
timale beslissing volgen tevens indicaties over de toekomstige beslissingen
2 t/m 5, maar deze worden min of meer voor kennisgeving aangenomen.
Als tijdstip 1 is aangebroken waarop beslissing 2 moet worden gerealiseerd
wordt de analyse opnieuw uitgevoerd, op grond van een plantijdvak [1,6).
Dit is mogelijk daar inmiddels de gegevens betreffende periode [5,6) be-
schikbaar zijn gekomen. Enzovoort. Op deze wijze wordt steeds de optimale
beslissing uitgevoerd, waarbij we in herinnering roepen dat 'optimaal' steeds
betekent: optimaal in het licht van de op het beslissingsmoment beschikbare
informatie.
Bij de problematiek die hier aan de orde is, is steeds de toestand van het
systeem aan het begin van de keten van beslissingen gegeven. Dit leidt er toe
de modellen zodanig te formuleren dat de oplossing kan geschieden met de
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zogenaamde achterwaartse methode. Daartoe wordt de kapitaalwaarde van
de cash flows die ontstaan vanaf het beslissingstijdstip t tot de planhorizon
geschreven als een recursieve funktie van de cash flows in de periode  [t, t + 1)
en van de kapitaalwaarde van de cash flows vanaf het beslissingstijdstip
t + 1   tot de planhorizon. Aangezien deze beide elementen  afhankelijk  zijn
van de toestand op het beslissingsmoment t, is deze kapitaalwaarde tevens
een funktie van de toestand. De maximale waarde van de kapitaalwaarde op
het beslissingstijdstip t noemen we de waarde van de beslissing op dat tijdstip.
In het navolgende zullen we enige modellen formuleren die met dyna-
mische programmering oplosbaar zijn. We zullen ons hierbij beperken tot de
optimalisatie van de eerste beslissing, voorzover sprake is van een eindige
planhorizon, dat wil zeggen de procedure van de opschuivende planhorizon,
die in wezen slechts een herhaling is, laten we achterwege. Achtereenvolgens
zullen we de volgende situatie behandelen:
- identieke vervanging met eindige planhorizon; deze situatie is analoog aan
het in paragraaf 4 van het vorige hoofdstuk behandelde geval van de ein-
dige keten van identieke machines;
- identieke vervanging met oneindige planhorizon als spiegelbeeld van de
oneindige keten van identieke machines, die in paragraaf 5 van hoofdstuk
III is besproken;
- niet-identieke vervanging met eindige planhorizon, welke situatie veel ge-
meen heeft met het model van Terborgh, behalve dan de lengte van het
plantijdvak;
- alternatieve vervangingsmogelijkheid; dit betreft in zekere zin een uitbrei-
ding van de theorie van Terborgh;
- een drietal modellen ter demonstratie van de toepassingsmogelijkheden
van dynamische programmering in het onderhavige probleemgebied.
Uit oogpunt van de oplossingsmethode levert het model van de identieke
vervanging met oneindige planhorizon enige problemen. Uiteindelijk zal
blijken dat de oplossingsmethode zeer nauw verwant is aan de klassieke.
Volledigheidshalve merken wij op dat de eisen die in het vorige hoofdstuk
gesteld waren aan de funkties Q en S, namelijk het monotoon niet stijgende
karakter er van en de differentieerbaarheid, bij de dynamische programme-
ring kunnen vervallen. Alleen in het geval van de identieke vervanging met
oneindige planhorizon zijn deze eisen weer wel noodzakelijk.
De modellen die aan de orde gesteld zullen worden, vormen slechts een
greep uit de vele mogelijkheden die de benadering met dynamische program-
mering biedt. Deze formulering leent zich echter niet tot de weergave van de
oplossing in analytische vorm, behalve in het geval van de oneindige plan-
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horizon met identieke vervangingen. Ter verduidelijking geven we daarom
in een aanhangsel een uitgewerkt cijfervoorbeeld.
2. IDENTIEKE VERVANGING MET EINDIGE PLANHORIZON
In deze paragraaf behandelen we een model dat in wezen betrekking heeft
op dezelfde situatie als in paragraaf 4 van hoofdstuk III is beschreven. Het
enige verschil is dat de vervangingsbeslissing nu alleen op vastgestelde tijd-
stippen kan worden genomen. De exploitatie-overschotten en de restwaarde
zijn dus wederom, alleen afhankelijk  van de leeftijd  van de machine  en
daarom ligt het voor de hand de leeftijd als toestandsparameter te kiezen.
Als besloten wordt op tijdstip t tot vervanging over te gaan, dan is de leeftijd
op tijdstip t t 1 gelijk aan tan periode. Wordt besloten tot handhaven van de
machine en heeft deze op tijdstip t een leeftijd van A perioden, dan is de toe-
stand op tijdstip t+1 gelijk aan A+1.I n tegenstelling tot de klassieke  bena-
dering wordt verder verondersteld dat op het eerste beslissingstijdstip (t = 0)
reeds een machine aanwezig is met op dat moment een leeftijd van Ao perio-
den.
Als besloten wordt deze machine op het eerste beslissingsmoment te ver-
vangen, dan bestaat de cash flow gedurende die periode [O, 1) uit de rest-
waarde van de oude machine, minus de investeringsuitgave ten behoeve van
de nieuwe machine, plus de exploitatie-overschotten gedurende deze periode
die behaald worden met de nieuwe machine. Dus:
ri
S(Ao)- C+ J Qe-'WQ(w)dw
waarin de symbolen de reeds eerder aangegeven betekenis hebben : Wordt
besloten om niet tot vervanging over te gaan, dan is de cash flow gedurende




Dit zijn derhalve de direkte effekten van de beslissing op tijdstip 0.
Op tijdstip 1 wordt weer een beslissing genomen omtrent het al of niet
vervangen van de dan aanwezige machine. Het indirekte effekt van de eerste
beslissing is niets anders dan de totale waarde van de tweede beslissing,
2  Hier, en ook in de volgende paragraaf is dezelfde transformatie toegepast als in de
paragrafen 4 en 5 van hoofdstuk III. Dus bijvoorbeeld S(Tj, t)  = S(t- T,)  = S(A).
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contant gemaakt naar t = 0, die afhankelijk is van de toestand waarin de
eerste beslissing het systeem heeft gebracht. Maar dit laatste is eenvoudig
vast te stellen: de beslissing 'vervangen' levert op het volgende beslissings-
tijdstip de toestand  1, de beslissing 'niet vervangen' geeft  dan de toestand
'66n meer dan de uitgangstoestand'. Als we de totale waarde van de beslissing
op tijdstip 0 als funktie van de toestand op tijdstip 0 kenmerken door
vo(Ao) en de waarde van de beslissing op tijdstip  1  benoemen als vt 61),  dan
geldt dus
r1
 S(,10)- C+    e-'WQ(w)dw+e-ivt(1) -+ vervangen
vo(Ao) = max f  ri
JO
   e-iwq(Aotw)dw+e-'vi(,10+1) -+ niet vervangen
In het algemeen geldt dus voor de beslissing op tijdstip t:
P 1
 SCA)-C+1   e-'WQ(w)dwte-tu:+1(1) -+ vervangen
v,(A)  =  max  < r i
JO
(4.1)
   e-iwQ(Atw)dwte-'4+1(,1+1) -0
niet vervangen
(1 -0,...,N- 1)
waarin N de planhorizon is.
Het probleem is nog om UN(A) te bepaten. Hiertoe staan twee mogelijk-
heden open. De eerste mogelijkheid is het gemakshalve verwaarlozen van
UNCA), dus te stellen VN(A) = 0. De andere mogelijkheid is om op tijdstip N
de restwaarde van de dan aanwezige machine te bepalen. nu echter niet als
louter schrootwaarde maar als schatting van de kapitaalwaarde van alle op-
volgers. Dit laatste betekent in feite dat men via een achterdeur toch weer
de veronderstelling van de oneindige planhorizon binnenhaalt. Anderzijds
is de veronderstelling dat alle aktiviteiten na de planhorizon een kapitaal-
waarde van nul hebben, eveneens arbitrair. Een tussenoplossing zou zijn,
om UN(A) gelijk te stellen aan de schrootwaarde van de op tijdstip Naanwezige
machine. In dat geval geldt dus:
rl
 SCA)-Ct    e-'WQ(w)dw+e-'S(1)
-4 vervangen
UN- 1(A) = max < .1
   e-iw(2(A+w)dw+e-,S(,1+1) -+
niet vervangen
Overigens is de invloed van UN(A) bij grote N gering, dank zij de invloed
van de disconteringsfaktor.
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Omdat A slechts gehele waarden kan aannemen is het niet nodig alle funkties
in analytische vorm te kennen; het is voldoende om van de funkties S de
waarden te kennen voor een vrij beperkt aantal (gehele) waarden van A;
van de funktie Q moet men de contante waarden van de exploitatie-over-
schotten gedurende 66n periode kennen, bij verschillende waarden van A.
Men kan dus volstaan met een tabel van deze grootheden.
3. IDENTIEKE VERVANGING MET ONEINDIGE PLANHORIZON
Deze situatie is dezelfde als in par. 5 van hoofdstuk III is beschreven. Daar
werd aangetoond dat een optimale politiek bestond in het vervangen van een
machine zodra deze de leeftijd 0* bereikte. Bovendien bleek, dat de kapitaal-
waarde van de keten van machines op ieder tijdstip even groot was. Dit
laatste betekent dat:
vo(A) = vt(A) = . . . = v(A)
Zodoende luidt het model:
r 1
 S(i)-C+ I e-'w_(w)dw+e-'v(1) -+ vervangen
v(A) = max   f .1
JO
(4.2)
<  e-,wQ(A+w)dw+e-'v(A+1) -+
niet vervangen
Uit de stelling betreffende de gelijke optimale levensduren volgt, dat
v(A) = SCA)-C+   e-'WQ(w)dwte-'u(1)      als A=0
en
r 1
v(A) -  e-'WQ(.1+w)dw+e-,v(Atl)     als A<0
De situatie A>0 komt niet voor, tenzij ooit ten onrechte een vervanging te





t,(1) =  e-1*(2(ltw)dw+e-'v(2)
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r,
t,(2) = I e-'WQ(2+w)dw+e-'D(3)
JO
ri
v(0-1) =  e-iwQ(0-1+w)dw+e-iv(0)
I)us
0-1    rl
1,(8) = SCO)-C+ 52 e-lk   e-'WQ(k+w)dw+e-'01,(0)
k = 0          JO
ro






Formule (4.3) verschilt slechts in zoverre van formule (3.9) dat de dis-
conteringsfaktor van S(8) in de eerstgenoemde formule achterwege blijft.
De oorzaak hiervan is, dat het model in hoofdstuk III par. 5 een keten ver-
onderstelde die begon met een nieuwe machine, zodat de eerste restwaarde
eerst na een tijdsverloop 0 werd ontvangen. In het bovenstaande model wordt
verondersteld dat bij de eerste aanschaf van een nieuwe machine de rest-
waarde S(0) van de oude machine onmiddellijk wordt ontvangen. Trekt men
(4.3) en (3.9) van elkaar af, dan is het verschil inderdaad gelijk aan SCO).
De oplossing van het model wordt gevonden door (4.3) naar 0 te differen-
ti6ren en gelijk aan nul te stellen. Na enig rekenen is het resultaat:
re
SCO) -c+  oe -iw-(w)dw
Q(°) + cieS'(0) = (4.4)
ani
waarin het rechterlid de annuiteit is van de contante waarde van de cash
flows die gedurende de optimale levensduur van een machine ontstaan. Het
valt gemakkelijk in te zien dat het rechterlid van (4.4) identiek is met het
rechterlid van (3.11).
Men dient zich echter rekenschap te geven van de veronderstelling die aan
(4.4) ten grondslag ligt: uit (4.4) volgt alleen dan de optimale waarde van 0
als het systeem op tijdstip 0 in de toestand B was. Deze veronderstelling is
echter niet gewettigd, omdat weliswaar de toestand op tijdstip 0 bekend is,
maar niet de waarde van 0. Anders gezegd, het bovenstaande model maxima-
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liseert de kapitaalwaarde van de keten van beslissingen vanaf het moment
dat het systeem in toestand 0 is gekomen en niet vanaf het eerste beslissings-
tijdstip. Het model voldoet dus niet aan de eisen.
Stel nu dat het systeem op tijdstip 0 in toestand A is en dat A < 0. Stel
voorts dat de onderneming, gezien het karakter van het systeem, de machine
buiten gebruik wil stellen als deze de leeftijd 8 heeft bereikt. We krijgen dan:
r 1
v(A) =JQe-'*(2(A+w)dw+e-iv(A+1)
v(A+1) =   e-i*(2(2+1+w)dwte-'v(A+2)
0
v(0-1) =   e-'*(2(0-1 +w)dwte-'v(0)
0
waarin v(0) is gedefinieerd door (4.3).
De kapitaalwaarde van de gehele keten van beslissingen vanaf tijdstip 0
is dan gelijk aan:
To- A
«A)  = J,     e-'WQ(A +w)dw+e-'ce- 1,1,(0) (4.5)
Maximalisatie van (4.5) met betrekking tot 0 levert na enig rekenen, dat voor
de optimale levensduur moet gelden:
SCO) -C+   e- 'WQ(w)dw
Q(0) + s'(0) = (4.6)
aHi
De klassieke benadering geeft hetzelfde resultaat, zonder a priori er van uit
te gaan dat ook de aanwezige machine op dezelfde leeftijd wordt afgedankt
als alle opvolgers. Het klassieke model luidt (vergelijk hoofdstuk III para-
graaf 6):
701-A
K = , e-'*(2(Atw)dw+e-'(0,-A}S(01)+e-1(01-A' -K o-„ (4.7)
waarin 01 de leeftijd is waarop de aanwezige machines die op tijdstip 0 de
leeftijd A heeft, zal worden buiten gebruik gesteld en waarin 0 de leeftijd is
van de opvolgers waarbij hun levensduur eindigt.
Differentiatie van (4.7) naar zowel 01 als 0 en het nul-stellen van deze
partitle afgeleiden levert:
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Q(Ot)+S'(81) = iS(Ot)+ ,  2
aFTi
(4.8)
Q(0) + S'(O)  =  is(8) +  -6
aFTi
waaruit volgt 01' = 8*. Ook dit resultaat, dat identiek is met (4.6), werd ver-
kregen onder de veronderstelling dat A < 0, maar (4.6) en dus tevens (4.8)
bieden geen garantie dat aan deze veronderstelling is voldaan 3. Daarom
draaien we de zaak om:
Blijkbaar geeft het model dat in (4.5) is weergegeven (en dat is hetzelfde
als (4.7) omdat Ot = 0) een adequate beschrijving van het gedrag van het
systeem. Uit (4.6) of (4.8) volgt de optimale leeftijd waarop een machine
moet worden vervangen, onder de voorwaarde dat de feitelijke leeftijd van
de aanwezige machine kleiner is dan deze optimale leeftijd. Er zijn nu twee
mogelijkheden:
a. Inderdaad geldt dat 0* > A. Er zijn dan geen moeilijkheden, de machine
moet vervangen worden zodra deze de leeftijd 0* heeft bereikt.
b. Het blijkt dat 0* 5 A. Dit betekent dat men eigenlijk reeds eerder tot
vervanging had moeten overgaan. Derhalve moet onmiddellijk een nieuwe
machine worden geinstalleerd; de verdere optimale vervangingspolitiek volgt
dan uit het klassieke model van hoofdstuk III paragraaf 5.
Strikt genomen is de afieiding van (4.6) uit (4.5) niet geheel correct. Uit-
gangspunt bij de formulering van (4.5) was immers dat de grootheid 0 slechts
gehele waarden kan aannemen, omdat de beslissing omtrent het al of niet
vervangen slechts op discrete tijdstippen kan worden genomen. De analyse
volgens (4.6) doet dit uitgangspunt geweld aan in die zin, dat de lengte van
de periode tussen twee opeenvolgende beslissingstijdstippen niet gelijk is aan
66n, maar oneindig klein is genomen. In feite is daarmee het model terugge-
bracht tot de klassieke benadering. Onze conclusie is dan ook dat in het geval
van de oneindige keten van identieke machines ofwel de situatie van iden-
tieke vervanging met oneindige planhorizon, de klassieke benadering vooral
uit rekentechnische overwegingen de voorkeur verdient.
4. NIET-IDENTIEKE VERVANGING MET EINDIGE PLANHORIZON
In deze subparagraaf bespreken we een model waarin rekening gehouden
3 Deze veronderstelling was nodig omdat (4.5) en (4.7) niet differentieerbaar zijn in het
punt 0 = A.
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wordt met de technische vooruitgang. We veronderstellen hierbij evenals in
het model van Terborgh dat deze technische vooruitgang marginaal is, dus
alleen tot uiting komt bij nieuwe machines. Zoals we zagen wordt deze ver-
onderstelling in het model gebracht door middel van het opnemen van het
tijdstip van installatie als parameter in de funkties Q, S en C. Nu sprake is
van niet identieke machines kan de in de twee voorgaande paragrafen toe-
gepaste transformatie van tijdstippen naar leeftijden niet worden gehand-
haafd. In de oorspronkelijke notatie luidt de waarde van de beslissing op
tijdstip t dan als volgt:
-                   71
S(t- A, t) - C(t) +  e- IWQ(t, t + w)dw + e- ivt+1(1)
u,(A) = max' (vervangen)
r1
  e-iwQ(t-A, t+w)dwte-ivt+1(1+1) (niet
vervangen)
(t = 0,.. '' N- 1).
Het bepalen van de waarde van VN(A) levert dezelfde problemen op als in
par. 2. Wederom stellen we t'N(A)  =  S(N- A, N). Als voorts nog gegeven is,
dat op tijdstip 0 een machine aanwezig is met een leeftijd van Ao perioden,
dan kan het model volgens de achterwaartse methode van dynamische
programmering worden opgelost.
5. ALTERNATIEVE VERVANGINGSMOGELIJKHEID
Tot nu toe hebben we verondersteld dat er op ieder beslissingstijdstip slechts
66n  kandidaat was  om de aanwezige machine te vervangen:  er was slechts
66n uitdager. Deze veronderstelling laten we nu vervallen en vervangen we
door de veronderstelling dat er op ieder beslissingsmoment k uitdagers zijn
en wel zodanig dat dit op ieder beslissingsmoment dezelfde k typen machines
ziln.
We  definitren k toestandsparameters  11   t/m  Ak,  66n  voor de leeftijd  van
ieder type. Aangezien de leeftijd van een aanwezige machine altijd minstens
66n periode is, kunnen we aan een toestandsparameter de waarde 0 toe-
kennen, als de desbetreffende machine niet in de onderneming aanwezig is.
En omdat er hoogstens 66n machine tegelijk in het bedrijf werkzaam is, kan
er steeds maar 66n toestandsparameter ongelijk aan nul zijn.
Als onmiddellijk voor beslissingstijdstip t een machine aanwezig is van
type m (1 S m 5 k), dan luidt het model:
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v,(0,.. 9 0, Am,0,- . 9 0)
r I
Sm(t-Amit)-Cj(t)+  e -iwQj(t, 1 + w)dw +
J0
te-tv,+1(0,···,0,1,0....,0);    (j=l,...,k)
= max · (vervangen door type j)Pl
J e- iwqm(t- Am, 1 + w)dw + e-iv,+1(0,...,0, Am +1,0,...,0)
(handhaven van aanwezige machine).
(t  =  0,. -., N- 1),
waarin de suffix bij de funkties S, C en Q correspondeert met het type
machine.
Er  zijn op ieder beslissingsmoment  dus k+1 alternatieven. Het model
bepaalt zelf welk van deze alternatieven het optimale is; wat slordig gezegd,
het model bepaalt zelf de 'beste' uitdager. In zoverre is dit een uitbreiding
van de theorie van Terborgh, waarin in geval van meer dan een uitdager, de
'beste' uitdager buiten het model moet worden bepaald.
Opgemerkt wordt, dat hoewel in het bovenstaande model k toestands-
parameters zijn gebruikt, men in feite met 66n kan volstaan. Aangezien er
altijd slechts tan toestandsparameter ongelijk aan nul is, kan men een code-
getal gebruiken waarin zowel het type als de leeftijd tot uiting komen. Bij-
voorbeeld: toestand 104 betekent dat er een machine is van type 1 met een
leeftijd van 4 perioden; toestand 510: machinetype 5 van 10 perioden oud.
Deze codering maakt het interpreteren van het model in de boven weer-
gegeven algemene gedaante echter iets moeilijker, vandaar dat wij hier m
toestandsparameters prefereren.
6. VARIATIES OP HET THEMA
6.1. Vervanging versus revisie
Tot nu toe hebben we verondersteld dat er ten aanzien van de bestaande
machine maar twee mogelijke beslissingen waren, namelijk vervangen of
handhaven. We zullen nu aannemen dat er drie mogelijkheden zijn:
1. de oude machine door een nieuwe vervangen;
2. de bestaande machine reviseren;
3. de bestaande machine zonder revisie handhaven.
Verder nemen we aan dat er telkens slechts 66n uitdager is en dat er sprake
is van technische vooruitgang.
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We hebben nu twee toestandsparameters nodig, namelijk een voor de
leeftijd van de machine op het moment van waarnemen en een voor het
aantal perioden dat op dat moment is verstreken sedert de laatste revisie.
Indien er nog nooit een revisie heeft plaats gehad, dan refereert deze laatste
toestandsparameter aan het aantal perioden dat is verstreken sedert de in-
stallatie  ( = de eerste toestandsparameter).  In de eerste periode vindt  geen
revisie plaats. We defini6ren:
0(t,  1 + A, 11):  het  exploitatie-overschot  van een machine  die is geinstalleerd
op tijdstip t, gemeten op het tijdstip dat deze A perioden oud is
en dat er B perioden zijn verstreken sedert de laatste revisie;
S(t,  t + A, v): de restwaarde analoog aan Q gedefinieerd;
R(t, t+A, 51): de revisie-uitgaven ten behoeve van een machine, die is gern-
stalleerd op tijdstip  t, die gedaan worden op het tijdstip t + A,
op welk tijdstip er p perioden zijn verstreken sedert de vorige
revisie.
Conform de bovengenoemde definitie geldt steeds dat /1 15 A. We veronder-
stellen dat revisie alleen plaats heeft op de beslissingstijdstippen, geen tijd
in beslag neemt en dat de revisie-uitgaven op die tijdstippen onmiddellijk
moeten worden betaald. Het model luidt dan als volgt:
r 1




v,(A, B) = max·Jo
'  e-iwe(t-A, t+w, w)dw-R(t-A, t, B)te-'v,+1(Atl, 1)
-* bestaande machine reviseren
rl
e-,WQ(t-A, 1+ w, B+w)dw+e-,v,+1(Atl, Ii+1)
JO
-+ bestaande machine handhaven zonder revisie.
Als de uitgangstoestand gegeven is en UNCA, p) is vastgesteld, dan kan het
model op de gebruikelijke wijze worden opgelost.
6.2. Onderbrekingen in de keten van machines
In deze paragraaf veronderstellen we dat de onderneming op ieder beslis-
singstijdstip de keuze heeft uit drie beslissingen:
a. de oude machine vervangen door een nieuwe;
b. de oude machine handhaven;
c.  de oude machine buiten gebruik stellen, maar geen nieuwe installeren.
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Indien op een bepaald tijdstip de onder c. genoemde beslissing is genomen,
dan bestaat op het volgende beslissingstijdstip de mogelijkheid een nieuwe
machine te installeren, zodat de keten als het ware opnieuw begonnen kan
worden.
We definitren nu een toestand 0 als de toestand waarin het systeem be-
landt als de oude machine buiten gebruik gesteld wordt zonder dat een
nieuwe wordt gernstalleerd. Het model luidt dan:
rl
S(t-A, t)-C(t)+  Qe-iwQ(t, t+w)dwte-iv,+1(1)
(vervangen)
v,(A)  =  max  <f l
J e |WQ(t-A, ttw)dwte-,v,+1(Atl)
(oude machine handhaven)
S(t-A, t)te-iv,+1(0) (onderbreken)
(1 2 1;t=0'.... N- 1)
r1
 -C(t)+ I e-'WQ(t, t+w)dw+e-iv,+1(1)JO
V,(0) = max i (keten opnieuw beginnen)
le - iV, + 1 CO) (niets doen)
(t = 0,.... N-1)
UN(A)  =  S(N- 1, N) (A 21)
UN(0) = 0
Dit model is in feite analoog aan het model van par. 5 voor k=2 waarbij
type 1 alle machines omvat en type 2 een dummy machine voorstelt die niets
kost, geen opbrengsten en geen restwaarde heeft. Onderbreken van de keten
machines is dan hetzelfde als het vervangen van type 1 door type 2, het her-
starten van deze keten komt neer op het vervangen van type 2 door type  1.
6.3. Niet-identieke vervanging met eindige planhorizon, rekening houdend met
belasting op de winst
Het hierna volgende model beschrijft dezelfde situatie in par. 4, behalve dat
nu rekening gehouden zal worden met belasting op de winst.
Ten aanzien van deze laatste faktor maken we de volgende veronder-
stellingen en opmerkingen:
a.  de belasting bedraagt 100 g% van de fiscate periode-winst en wordt be-
taald aan het einde van iedere periode;
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b. iedere machine wordt fiscaal geheel afgeschreven gedurende zijn econo-
mische levensduur, op basis van de historische uitgaafprijs. De wijze van
afschrijven is hierbij gegeven. De bij de vervanging vrijkomende restwaarde
is als bate belast;
c.  er bestaan geen fiscale faciliteiten zoals vervroegde afschrijvingen of in-
vesteringsaftrek;
d. fiscale verliezen worden in mindering gebracht op de winst die de onder-
2 neming met andere aktiviteiten behaalt, zodat negatieve belastingen ten
aanzien van de onderhavige aktiviteit mogelijk zijn;
e. het gebruik van de kapitaalwaarde als beslissingscriterium impliceert de
zgn. herbeleggingsveronderstelling. De rente-opbrengsten die hieruit
voortvloeien, worden belast.
Het model luidt nu als volgt:
rl
S(t-,1., t)-C(t)+    e-iwo(t, t+w)dw-e-ig  eiS(t-A, t)+
Jo
rl
+ Oet(1 -w,Q(t, t+w)dw-f{C(t), 4}  te-iu,+ 1(1)
4(A) - max < (vervangen)
r1
 Oe-,IQ(t-A, t+w)dw-e-,9 I. 0 e'(1-w)Q(t-A, t+w)dw +
-L{C(t-A),4-1}  +e-iv,+1(1+1) (niet
vervangen)
rl
(1 -g)  S(t-A, t)+ |  e-iWQ(t, ttiv)dw  -C(t)+
Jo
te-igf,{C(t), 4}+e-'4+1(1) (vervangen)=   max   '                     2 1
(1-g)  e-iwq(t-,1, t+w)dw+e-'Of{C(t-A), 4-A}+
+e-4 + 1(A+1) (niet vervangen)
(t = 0'..., N- 1).
Hierin is
f:{C(t-,1), 4-,} = de fiscale afschrijving  voor de periode  [t,  t + 1)  als  funk-
tie  van het destijds betaalde investeringsbedrag  C(t - A)
envan  4- , ·
lt-A =  de economische  ( =  fiscale) levensduur van een machine
die op tijdstip t-,1 is  geinstalleerd.
De fiscale levensduur is, dank zij de achterwaartse oplossingsmethode, tel-
kens bekend. Dit kan als volgt worden verduidelijkt:
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Stel men is doende de onderste tak (dus het niet vervangen) van een be-
slissingssituatie bij een bepaalde toestand te evalueren. Er is dan een machine
aanwezig met een gegeven leeftijd, zodat het begintijdstip van de levensduur
bekend is. Als de beslissing inderdaad zou luiden: 'niet vervangen', dan is de
machine op het volgende beslissingstijdstip een periode ouder, dus de toe-
stand dan is ook bekend. Maar omdat de ten tonele gevoerde modellen met
een eindige planhorizon van achter naar voor worden opgelost, werd de
'latere' beslissing ook voor de nu van belang zijnde toestand 'eerder' bepaald,
zodat bekend is of de machine dan vervangen moet worden of niet. Zoja, dan
eindigt de economische levensduur van de machine hier, als deze op het on-
derhavige beslissingstijdstip niet zou worden vervangen. Zo neen, dan kan
worden nagegaan hoe de beslissing luidt op het dan weer volgende beslis-
singstijdstip. Deze procedure wordt net zolang herhaald tot de machine
wordt vervangen. Aldus is het steeds mogelijk de fiscale levensduur van de
oude machine te bepalen. Voor een nieuwe machine, dus bij de evaluatie van
de beslissing 'vervangen' gaat men op precies dezelfde wijze te werk. We
zullen een en ander demonstreren aan de hand van een cijfervoorbeeld (zie
Aanhangsel).
De bepaling van UN(A vereist enige toelichting. In feite moeten nl. twee
grootheden worden geschat, te weten de kapitaalwaarde van alle na de plan-
horizon vallende opbrengsten en uitgaven en de resterende levensduur van
de op de planhorizon aanwezige machine. De restkapitaalwaarde hebben
wij in de voorgaande modellen vervangen door de restwaarde. Als we nu de
resterende levensduur van de machine laten eindigen op de planhorizon, dan
veronderstellen we in feite dat de onderneming, of althans het onderhavige
gedeelte daarvan, op tijdstip N wordt geliquideerd. Deze liquidatiewaarde
kan wet dienst doen als benadering van de kapitaalwaarde, maar de be-
lasting op de kapitaalwaarde hoeft niet gelijk te zijn aan de kapitaalwaarde
van de toekomstige belastingen: het effect van de fiscale afschrijvingspolitiek
wordt nl. verwaarloosd. Niettemin lijkt het ons verantwoord om de laatste
beslissing te evalueren alsof het desbetreffende onderdeel van de onderne-
ming op tijdstip N zou worden geliquideerd. Andere procedures zijn denk-
baar, maar in wezen even arbitrair. Overigens gaat het uiteindelijk slechts om
de eerste beslissing; door de reeds meermalen gememoreerde werking van de
disconteringsfaktor zal in veel gevallen de invloed van veronderstellingen
omtrent gebeurtenissen ten tijde van de planhorizon op de eerste beslissing
gering zun.
De laatste beslissing wordt dus ge6valueerd volgens:





-e- '9    elS(N -1-A,N-1) +
r 1
+  e|(1-w)12(N-1, N-1+w)dw +
UN- 1(A)  =  max < -C(N- 1) + S(N- 1, N) (vervangen)
ri
e-'wQ(N- 1 -A, N-1+ w)dw+e-,S(N- 1-A, N)+
Jo
r ri
-e-'g     eict-W)(2(N-1-A, N-ltw)dwt
+ S(N -1-A,  N)-f-1 {C(N -1- A), A+1} 
, (niet vervangen)
(1-g) <S(N-1 -A, N -1) + e-,S(N- 1, N)+
r1
+   e-,WQ(N-1, N-1+w)dw  -(1-e-,g)((N-1)
= max (vervangen)
(1-g) <  e- WQ(N- 1 -A, N- 1 +w)dwt
+e-,S(N-1-1, N)  +e-,gfN-t{C(N-1-4, Atl}
(niet vervangen).
7. SLOTOPMERKINGEN
Na het voorgaande moge duidelijk geworden zijn dat de benadering met
behulp van dynamische programmering zich gemakkelijker dan de klassieke
wijze van aanpak leent tot het formuleren van modellen met minder strin-
gente veronderstellingen. Zo kon het aantal alternatieven bij iedere beslissing
afzonderlijk gemakkelijk worden uitgebreid, ook met het alternatief 'stel de
oude machine buiten werking maar vervang hem (nog) niet' zodat er onder-
brekingen in de keten van produktiemiddelen mogelijk waren. De klassieke
benaderingswijze is niet of nauwelijks in staat dergelijke mogelijkheden in de
beschouwing te betrekken. De in dit hoofdstuk gebruikte formulering laat
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echter niet toe dat meer dan een machine tegelijk wordt geinstalleerd, of
meer in het algemeen, dat het model zelf bepaalt wanneer hoeveel machines
van welk type worden geinstalleerd, respectievelijk buiten gebruik gesteld.
Indien men het model zo ver wil uitbreiden, dan is men gedwongen tot het
opnemen van nevenvoorwaarden, bijvoorbeeld budgetrestricties en/of
liquiditeitseisen; laat men dit achterwege dan kan de oplossing van het
model onbegrensd zijn.
Als men nevenvoorwaarden in het model opneemt, dan is de formulering
van het model in de vorm van een recursieve vergelijking doorgaans nog
wel mogelijk, al zal het vinden van een transformatiefunktie die de verande-
ring van de toestand beschrijft als gevolg van een bepaalde beslissing, wel
enige problemen kunnen opleveren. Dit is met name het geval als de neven-
voorwaarden van periode tot periode afhankelijk van elkaar zijn (men denke
hier bijvoorbeeld aan het 'overschrijven' van budget-overschotten naar een
volgende periode). Het oplossen van een aldus geformuleerd model zal dan
evenwel al vrij snel op praktische bezwaren stuiten. Het benodigde reken-
werk wordt namelijk al gauw zo omvangrijk dat de hulp van een computer
onontbeerlijk is. Maar ook een computer kent grenzen wat geheugenruimte
en/of rekentijd betreft. De algoritmen om aldus geformuleerde modellen op
te lossen vereisen doorgaans zowel veel geheugenruimte als veel rekentijd
(vergelijk [32], blz. 473). Wat dit betreft delen wij het optimisme van Buch-
ner ([12],biz. 588) niet. Iedere restrictie en ieder alternatief zal immers door
een toestandsparameter moeten worden gekarakteriseerd en voor iedere
mogelijke combinatie van waarden van deze parameters zal per beslissings-
tijdstip een maximum moeten worden bepaald. Het aantalte bepalen maxima
per beslissingstijdstip kan in het ongunstigste geval (dit wil zeggen: zonder
dat tevoren enige combinaties kunnen worden uitgeschakeld, een situatie die
vermoedelijk niet vaak zal voorkomen) oplopen tot wz als er z toestands-
parameters zijn die ieder w mogelijke waarden kunnen aannemen (vergelijk
[49], blz. 79). In het volgende hoofdstuk zal worden nagegaan op welke
wijze en onder welke voorwaarden de hierboven geschetste problemen kun-
nen worden opgelost.
AANHANGSEL
EEN UITGEWERKT CIJFERVOORBEELD VAN HET MODEL VAN PAR. 6.3
Het onderstaande cijfervoorbeeld heeft niet de pretentie een retle situatie te
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beschrijven, maar dient slechts ter illustratie van de rekenprocedure bij
dynamische programmering. Het is dan ook zodanig opgezet dat het met
potlood en papier kan worden nagerekend. Om het rekenwerk niet te om-





g  = 0,5
f,{c(t-A),4-A} = (lineaire fiscale afschrijving)C(t-A)
4-1
De op tijdstip 0 aanwezige machine heeft op dat moment nog een boek-
waarde van 150.000 gulden.
Teneinde de alternatieven 'vervangen' resp. 'niet vervangen' op eenvou-
dige wijze aan te duiden voeren we een dummy variabele in:
x,(A) = 1 als op beslissingstijdstip t in toestand A moet worden vervangen;
x:(A) = 0 als op beslissingstijdstip t in toestand A de bestaande machine
moet worden gehandhaafd.
Rekening houdend met het bovenstaande herschrijven we het model van
par. 6.3 als volgt:
4(A)  =  max  Ex,(A)  0,5S(t - A, t) + 0,5  F iQ(t, t + w)dw - C(t) +4(4 L JO
C(t) 1 ri C(t- A)  +
+ _ +v,+1(1)  t{l-x:(,1)}  0,5  Q(t-A, ttw)dw +24                                        24-x
+Vt+1(1+1)31     (t= 0,...,8).
Bij de evaluatie van de laatste beslissing gaan we uit van de in paragraaf 6.3
genoemde liquidatie-veronderstelling. Derhalve:
vg(A)  =  max   9(1)  0,5S(9 -1,9)+ 0,5S(9,10) + 0,5 0 Q(9,9 + w)dw +x9(A)
f   fl
-0,5C(9)   + {1 -x,(A)}   0,5   Q(9 - A, 9 + w)dw +0,5S(9- A.  10) +
  0,5C(9-A)11
Ati  j) .
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De overige gegevens zijn in onderstaande tabellen samengevat (alle bedragen
in duizenden guldens):
Stt- A,  t),de  restwaarde  en   Clt- A),  de  investeringsuitgave.
3»»t 0 1 2 3 45678 9 10 C(t-A)
-3   100 100 70 40 20 10 0 0 0 0 0 260
0 200 180 150 140 130 120 115 110 110 too 300
1                240  240  240  230  220  210  210  210 210 324
2                     250  240  230  220  210  200  190 180 328
3                          270  250  230  210  200  190 180 350
4                               350  325  300  270  200 130 384
5                                    300  280  260  240 220 400
6                                         320  300  270  240      400
7 300 150 120 375
8                                                   350 300 420
9 290 450
fl,Q(St- A,  t + w)dw,  de  exploitatie-overschotten.
0 1 2 3 4 5 6 789
-3     10 5 0 -2 -4 -6 -8 -12 -15 -20
0   70 65 55 50 40 40 35 20 15 10
1                 85   70   60    50    45    35    35    30    30
2                     95   95    80    75    65    55    40    30
3                           90    95    80    70    55    45    30
4 115 105 100    95    85    80
5 115 110 100    90    95
6 125 115 100    95
7 135 125 115
8 150 130
9                                                              150
We gaan nu de beslissingsalternatieven op ieder beslissingstijdstip evalueren.
Het alternatief met de hoogste waarde is dan het optimale alternatief. De
waarde van elk alternatief (en daarmee de waarde van de beslissing) is
echter afhankelijk van de grootte van de toestandsparameter die we nog niet
kennen. Daarom bepalen we deze waarde telkens voor alle toestanden die
op het desbetreffende beslissingstijdstip mogelijk zijn.
We beginnen achteraan. Gegeven de begintoestand op tijdstip 0 is gemak-
kelijk in te zien dat op tijdstip 9 het systeem alleen in de toestanden 1 t/m 9
of 12 kan verkeren. Dus vullen we in de formule voor v9(1) beurtelings deze
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waarden van A in en rekenen we het resultaat uit 4. Bijvoorbeeld:
v (8)  =  max <xg(8)(0,5 x 210+0,5 x 290+0,5 x 150-0,5 x 450) +
x9(8) C
+(1-x,(8))  0,5 x 30+0,5 x 210+
'
1  = 138 voor x,(8) = 0.
0.5 x 324\1
9   1
Deze resultaten vatten we samen in de tabel op blz. 80. We kunnen in deze
tabel nu de eerste dubbelkolom invullen. Blijkbaar geldt voor alle toestanden
dat op tijdstip 9 nooit tot vervanging moet worden overgegaan.
Dezelfde procedure passen we toe bij de bepaling van v8(A). Voor deze
berekening moeten we beschikken over de waarden van v9(1) en van
u9(A + l). Deze waarden zijn inderdaad beschikbaar  want  deze  zijn  in  de
vorige stap bepaald. Bovendien hebben we nodig  4  en  4-1· Deze kunnen
als volgt worden vastgesteld:
Als op tijdstip 8 een nieuwe machine wordt geinstalleerd, dan is deze op
tijdstip 9 66n periode oud. De optimale beslissing op tijdstip 9 in toestand 1
is bekend; deze luidde: niet vervangen. Gegeven de 'liquidatie'-veronderstel-
ling met betrekking tot de planhorizon, wordt deze machine dus op tijdstip
10 verkocht, dus dan eindigt zijn levensduur. De levensduur van een op tijd-
stip 8 geInstalleerde machine bedraagt dus twee perioden, dus l  = 2. De
waarde  van 4-1 wordt op dezelfde wijze bepaald.   Bijvoorbeeld:   1-5.
Op tijdstip 8 is de machine dus 5 perioden oud. Als hij niet wordt vervangen,
dan is het systeem op tijdstip 9 in toestand 6 gekomen. De optimale beslissing
op dat tijdstip bij deze toestand was: niet vervangen, dus het einde van de
levensduur valt op tijdstip 10, op welk tijdstip de machine wederom een
periode ouder is geworden.  Uit  een en ander volgt  dat  4-5=  7.
Het resultaat is dat we in de tabel op blz. 80 de tweede dubbelkolom kun-
nen invullen. Op soortgelijke wijze komen de overige dubbelkolommen tot
stand. Enkele voorbeelden:
0.5 x 375            t'7(4) - max <x7(4) <0,5
x 210+0,5 x 135-375+ ' + 305    +
X7(4) 4                                              3
0,5 x 350         \1
+ {l - x7(4)}   0,5 x 55
+
+ 180il    =  2425 voor x7(4)  =  0.5
Inderdaad geldt dat 4 = 3 en l3 = 5. Immers een op tijdstip 7 aangeschafte
machine beBindigt zijn levensduur op tijdstip 10, want zowel X8(1) als x9(2)
4   Wat de op tijdstip 0 aanwezige machine betreft, dient men er rekening mee te houden
dat de 'levensduur' begint op tijdstip 0 en dat de afschrijving niet plaats vindt over C(- 3)
maar over de boekwaarde ad 150.000 gld.
0
De oplossing van het cijfervoorbeeld (lineaire afschrijvingen).
A   vg(A) x961)  08(A) xs(A)  07(A) x7(A)  116(A) x6(A)  1'5(A) xs(A)  114(A) x4(A)  vj(A) xj(A)   vz(A) x201)   vi(A) xi(A)  vo(A) xo(,1)
1 320 7 305 0 425 0 467* 0 509 0 470 0    501-i   1 0    471*   0   498      0
2 180
0    317*    0    372*    0   408*    0    387*    0   426    1 0 1  413*   0   428      0                                       •b
3 2171 0 282* 0 310-1- 0 312  0 3591- ® 360* 0 363 0 366 0  3
4 197* 0 215 1 2421 0 294* ® 3111+ 0 300 1 323* ®      S
5 137 0 180 1 234  1-0 1 2664 0 238 0 283* T
6 130 0 180  l_11 225  0 200 0 258* 0           J
7  1251   0 185 1   163 O 2401   1 =
8 138 0   135 1 170 1
9   70 0 137-1 1
10                          83    0
11              80     1
12 -21 0
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zijn gelijk aan nul. Een bestaande machine met een leeftijd van vier perioden
zal bij handhaving op tijdstip 8 worden vervangen, want x8(5) = 1. De
totale levensduur van deze machine is dus 5 perioden.
14(4) = max  X4(4)  0,5
x 140+0,5 x 115-384+ ' + 509    +0.5 x 384            X4(4)                                                   4
+ {l - x4(4)}  <0,5 x 40
+ +2381      -  3  0* voor x4(4)  =  1.
0,5 x 300
)  08
Hier is 1 4=4 aangezien een op tijdstip 4 nieuw aangeschafte machine zal
worden vervangen op tijdstip 8: x5(1) = X6(2) = x7(3) = 0 en x8(4) = 1.
Enzovoort.
Als de gehele tabel is ingevuld blijkt dat vo(3) = 366 voor xo(3) = 0. Dit
betekent dat op het huidige beslissingstijdstip niet tot vervanging moet wor-
den overgegaan en dat deze beslissing leidt tot een (kapitaal)waarde ter
grootte van 366.000 gulden als ook gedurende de rest van het plantijdvak een
optimale vervangingspolitiek wordt gevoerd. Op grond van de thans be-
schikbare gegevens kan deze politiek als volgt uit de tabel worden afgelezen:
De optimale waarde van x0(3) = x  is nul. Dit betekent dat de machine
op  tijdstip  1 vier perioden  oud  is.  Uit de tabel blijkt  dat  xi (4)  =  xf  =  0
dus ook dan wordt niet vervangen. Op tijdstip 2 belanden we dan in toestand
5 en de tabel leert ons dat X2(5) = x  = 1. Dus op tijdstip 2 wordt de
machine vervangen. Dit heeft tot gevolg dat op tijdstip 3 het systeem wordt
aangetroffen in toestand 1, bij welke toestand op dat tijdstip de beslissing
'niet vervangen' hoort. Dus wordt op tijdstip 4 toestand 2 bereikt enz. In
de tabel is door middel van kaders aangegeven hoe de optimale vervangings-
politiek er uitziet, optimaal dan in het licht van de op tijdstip 0 beschikbare
gegevens. Uiteindelijk gaat het alleen om de eerste beslissing, de overige
beslissingen zijn slechts indicaties.
De aldus bereikte kapitaalwaarde ad 366 is gelijk aan de contante waarde
(in dit voorbeeld de som) van de direkte waarden  van alle beslissingen:
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Beslissingstijdstip Beslissing Direkte waarde
0 niet vervangen         42 
1 niet vervangen         40
2 vervangen -218*
3 niet vervangen         74
4 niet vervangen          67 
5 niet vervangen         64 
6 niet vervangen          59- 
7 niet vervangen         54
8 vervangen - 140
9 niet vervangen 320
366
Opgemerkt kan worden dat de afzonderlijke beslissingen op zichzelf be-
schouwd niet optimaal behoeven te zijn. Zo is de direkte waarde van de
beslissing 'niet vervangen' op tijdstip 2 geljk aan 18*. Hoewel de direkte
waarde  van de beslissing 'vervangen'  op dit tijdstip  zeer  laag  is,  nl.   -218*,
is deze laatste beslissing in het kader van de gehele strategie beter.
Dat de optimale vervangingspolitiek kan worden beinvloed door de gekozen
afschrijvingsmethode, wordt geillustreerd in de volgende tabel, waarin het-
zelfde cijfervoorbeeld is doorgerekend, maar nu met afschrijvingen volgens
de sum-of-the-digits-methode. Deze methode heeft tot gevolg dat de be-
lasting op de winst voor een deel verschoven wordt naar de latere perioden.
De methode veroorzaakt dus een gunstiger waardering van nieuwe machines
en een ongunstiger waardering voor oudere machines, dit ten opzichte van
de situatie bij lineaire afschrijvingen. Het gevolg is dan ook dat de neiging
bestaat eerder dan bij lineaire afschrijvingen tot vervanging over te gaan.
De oplossing van het cijfervoorbeeld met sum-of-the-digits afschrijoingen.
A  09(A) X9(A) 08(A) x8(A) 07(A) x,(A) 06(A) x6(A) Us(A) x5(A) 04(A) x4(A) 0,(A) xj(A) v2(A) xi(A) 0,(A) x, (A) 00(A) xo(A)
1 285  10  273  0 395 0 444 0 484 ® 4464 0 484 0 494   475* 0
2 148   0  277   0  334  0  370* ® 343*  0  395  0  407* ® 398   0
3  187*  0  2424  0  281*  01 277*  0  324* 0  350* ri-1 340. 0 426 1-01
4 170  0 215   11 219* 0 2634 0 2801 0 300* 1 346 LE    t.
5  114    0 180 1 215*4 0 247* 1 230 1 283* 1        0
6 111* 0 180 1   208    0   197 1 247     0                                            12
7   99    0 185 1 151* 0 2401   1
2.
8  123    0   135 1 170     1
9 57* O 137   1
10                                                                             7622      0
11              80     1
12 -5  1
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De benadering met behulp van
lineaire programmering
1. INLEIDING
In par. 7 van het vorige hoofdstuk is aannemelijk gemaakt dat de tot dus-
verre behandelde modellen niet geschikt zijn voor situaties waarin het aantal
machines dat tegelijkertijd in de beschouwing wordt betrokken, groter is dan
66n. Zodra men dergelijke situaties wil gaan evalueren, verlaat men in feite
het gebied van de zuivere vervangingsanalyse waar steeds een enkelvoudige
keten van machines (eventueel met onderbrekingen) voorwerp van onder-
zoek was en wordt het accent gelegd op de bepaling van de optimale verde-
ling van schaarse middelen (en niet alleen financi6le) over verschillende in-
vesterings- en desinvesteringsmogelijkheden; het direkte verband tussen
buiten gebruik stellen van een oude en investeren in een nieuwe (eventueel
dummy) machine wordt hier niet gelegd. Dit is terecht: het staat de onder-
neming immers vrij om op een gegeven ogenblik naast de reeds aanwezige
machines nieuwe machines te installeren. Dit betekent dat de gehele in-
vesteringspolitiek in de beschouwing moet worden betrokken: 'Das Plan-
system beruht weder auf der Frage: 'Lohnt es sich, diese Produktionsanlage
zu ersetzen?', noch auf der entgegengesetzten: 'Ist es wirtschaftlich, eine neue
Anlage anzuschaffen, und zwar selbst dann, wenn dafur eine andere bereits
vorhandene Anlage aus dem Unternehmen ausscheiden musste?' Die allein
entscheidende Frage der betrieblichen Investitionspolitik lautet: Fur welche
der sich bietenden M5glichkeiten soil sich das Unternehmen entscheiden,
wenn es danach strebt, einen maglichst hohen Gewinn zu erzielen? (. . .)
Es geht um die Bestimmung einer m6glichst gunstigen Kombination von
Entscheidungsmuglichkeiten bestimmter Perioden, und zwar kann es sich
dabei um einige Ersatzentscheidungen und andere Investitionsentscheidun-
gen handeln; es ist auch denkbar, dass nur Ersatzentscheidungen fallen oder
nur Investitionsentscheidungen getroffen werden'   ([41,   blz.   214).
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Bij het bepalen van de optimale combinatie dient de onderneming, zoals
reeds gezegd, rekening te houden met de schaarste aan middelen die voor de
realisatie ervan nodig zijn. Niettemin heeft de onderneming invloed op de
hoeveelheid ter beschikking staande financitle middelen inzoverre zij finan-
cieringsakties kan uitvoeren, kan besluiten tot liquidatie van (een deel van)
het aanwezige machinepark en tevens inzoverre de op een bepaald tijdstip
beschikbare middelen rechtstreeks worden beInvloed door op een eerder
tijdstip gerealiseerde investeringsprojekten. Dit laatste is bijvoorbeeld het
geval met de beschikbare liquiditeiten. Een en ander houdt in, dat niet alleen
de investeringspolitiek maar simultaan daarmee ook de financieringspolitiek
in  de  analyse moet worden betrokken  1.
Onder bepaalde veronderstellingen kan dit probleem het hoofd geboden
worden door (eventueel geheeltallige) lineaire programmering. De belang-
rijkste veronderstelling is dat de opbrengsten- en uitgavenstruktuur lineair
homogeen is met betrekking tot het aantal machines van een bepaald type,
dit wil zeggen dat er geen sprake is van (dis)economies of scale : Een hier-
mee verband houdende veronderstelling is dat de economische karakteris-
tieken van een bepaalde machine onafhankelijk zijn van alle overige machi-
nes.
In het navolgende zullen we een drietal modellen aan de orde stellen die
op deze uitgangspunten zijn gebaseerd. De eerste twee zijn oorspronkelijk
van Albach, nl. zijn zgn. statische en zijn zgn. dynamische model [4]. Van
deze modellen geeft Albach tevens enige varianten (b.v. al dan niet finan-
cieren met vreemd resp. eigen vermogen, in het laatste geval met op ver-
schillende wijzen bepaalde winstuitkeringen, varianten wat betreft de al dan
niet aanwezige mogelijkheid tot het overboeken van liquiditeitsoverschotten
naar een volgende periode etc.) welke varianten echter niet wezenlijk zijn
voor de hier aan de orde gestelde problematiek. We zullen er dan ook weinig
aandacht aan schenken; met name zullen we ons beperken tot de financiering
met vreemd vermogen. Het derde model tenslotte is een poging om enige
bezwaren die aan Albachs modellen kleven, te ondervangen.
1  In feite heeft de onderneming ook op andere terreinen invloed op de hoeveelheid be-
schikbare produktiemiddelen. Zo kan zij door een adequaat personeels- en promotiebeleid
(eigen opleidingen) de hoeveelheid beschikbare arbeidskracht van de diverse categorieen
beinvloeden; worden door het commercieel beleid de afzetgrenzen verruimd; bieden re-
search en development wellicht perspectieven op geheel andere gebieden dan waar de
onderneming momenteel werkzaam is, enz. De investerings- en financieringspolitiek die
hier aan de orde is, vormt dan ook slechts een (weliswaar belangrijk) onderdeel van de
totale strategische planning van de onderneming. Het voert echter te ver om hier nader
op in te gaan.
2  Indien deze veronderstelling niet actueel is, kan vaak door middel van een adequate
definiering (piece-wise linearization) deze moeilijkheid worden opgelost.
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2. HET STATISCHE MODEL VAN ALBACH 3
Het statische zowel als het dynamische model van Albach is discreet opgezet:
verondersteld wordt dat alle inkomsten en uitgaven aan het begin van iedere
planperiode plaatsvinden. Verder is aangenomen dat de restwaarde van een
oude machine nihil bedraagt (zie [4], blz. 124 en blz. 230) en dat financie-
ringsvormen met vreemd vermogen een vaststaand rente- en aflossings-
schema hebben, dat niet door de onderneming kan worden gewijzigd ([4],
blz. 230).
Het uitgangspunt van het statische model is de eenmalige beslissing: aan
het begin van het plantijdvak, dus aan het begin van de eerste planperiode
moet een keuze worden gedaan uit een aantal investerings- resp. financie-
ringsmogelijkheden onder de veronderstelling dat alle eventuele investerings-
en financieringsmogelijkheden die zich gedurende de rest van het plantijdvak
voordoen, een kapitaalwaarde ter grootte  van nul hebben.  ( [4],  blz.  221).
Een aantal van de zich op het beslissingstijdstip voordoende investerings-
alternatieven wordt gevormd door 'investeringen' in reeds aanwezige ma-
chines; deze brengen geen investeringsuitgaven met zich mee, maar leveren
wel cash flows op en kunnen derhalve als 'echte' investeringen worden be-
schouwd. Neemt men als nevenvoorwaarde op dat het te 'installeren' aantal
van deze machines niet groter mag zijn dan het feitelijk aanwezige aantal,
dan levert de oplossing van het model behalve het optimale aantal van iedere
expansie-investering, tevens het aantal bestaande machines dat niet moet
worden vervangen, dus gehandhaafd wordt.
Als nu geldt  dat:
Ko   =d e kapitaalwaarde die op t=0 ontstaat als gevolg van een investe-
rings- en financieringspolitiek;
X'    = (.rL, .rl-v) = (xli• • •, Xv, Xe+ 1, . . ., Xk) = de vector van deterea-
liseren aantallen van k verschillende investeringsmogelijkheden
(machine-typen), waarvan v de reeds aanwezige typen betreffen;
Y'     = (yi,·..y,)=de vector van de te realiseren aantallen guldens van
l verschillende financieringsvormen;
K'    = (K  , · • · , Kk) =d e vector van de kapitaalwaarden van 66n machine
van elk type;
M' =(Mi,•••,Mt)=de vector van de kapitaalwaarden van 66n gulden
van iedere financieringsvorm;
88   = de Nxk matrix van de consequenties voor de liquiditeit (gedefini-
3  De notatie van de modellen van Albach is aangepast aan de tot nu toe gebruikte. In
enkele gevallen is bovendien de definitie van de gebruikte variabelen enigszins verscherpt.
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eerd als uitgaven) op tijdstip 4 t (t - 0,..., N- 1) van het realiseren
van 66n machine van type j (j = 1,..., k);
9   = de Nx I matrix van de consequenties voor de liquiditeit (gedefinieerd
als uitgaven) op tijdstip t (t = 0'..., N- 1) van het realiseren van
66n gulden financieringsvorm s (s = 1,. . ; /);
B'       =  (Bo,...,BN- 1) =d e vector  van de beschikbare geldsbedragen  op
tijdstip t (t  =  0,..., N- 1);
dz    =  de Nxk matrix van de produktieve bijdrage van 66n machine van
type j (j  =   1,..., k) in de periode  [t, t + 1)  (t  =  0,..., N- 1) aan
het produktievolume van produkt z (z = 1, . . ., Z);
AL   = (Azo, .. ., A:,N-1) - de vector van de maximale afzetvolumina van
produkt z (z = 1 '... Z) in periode [t, tt l) (t - 0,..., N- 1);
F'    = (v t, • • • , vv) =d e vector van de op het beslissingstijdstip reeds aan-
wezige aantallen machines  van type j (j  =  1,...,  v);
Yix = Olmax, · · ·, Yl =b -de vector van de maximale bedragen van iedere
financieringsvorm;
0    = de nulvector,
dan  luidt het model als volgt:
Maximaliseer Ko = K'X+M'Y (5.1)
onder de voorwaarden:
SX+gY S B (5.2)
Ar X S Az        (z=  1, . . .,Z) (5.3)
X* S V (5.4)
Y = Ymax (5.5)
X,Y 2 0 (5.6)
Enige toelichting verdient wellicht voorwaarde (5.2). Deze stelt in feite de
eis dat op ieder tijdstip de uitgaven niet groter mogen zijn dan de beschikbare
middelen. Zijn de planperioden onderling onafhankelijk wat de liquiditeit
betreft, dus worden overschotten in de ene periode niet overgeschreven naar
de  volgende, dan heeft de matrix  .7 de volgende gedaante:
4 Albach rekent met perioden, maar omdat alle uitgaven en inkomsten in zijn model
plaats hebben aan het begin van iedere periode en omdat wij tot nu toe steeds van tijd-
stippen uitgingen, hebben wij zijn model eveneens op basis van tijdstippen gebracht.
Uiteraard is deze transformatie niet essentieel.
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<   0    ...    0        CD+1   ··•   (k    
-Fit   ...   -Flv      -171.0+1  · · ·   -FlA
93 =
\-FN-jil .-0 -FN-1.v -FN-1,0+1 · · • -FN-1.k 
waarin
Cj = de investeringsuitgave voor 66n machine van typej (j = 1,..., k).
Omdat de eerste v typen de reeds aanwezige machines betreffen, is de
hiermee corresponderende Cj gelijk aan nul;
F   = de cash flow veroorzaakt door tan machine van type j (j =  1,..., k)tj
op tijdstip 5 t (t =  1,.. ; N- 1). Is de (resterende) levensduur kleiner
dan het plantijdvak, dan zijn de cash flows van de perioden na het
verstrijken van de levensduur per definitie gelijk aan nul.
De matrix 9 heeft een soortgelijk gedaante als 8: de eerste rij bevat de
bedragen die men per gulden financieringsvorm ontvangt bij het afsluiten
van het contract, maar voorzien van een minteken, de overige bevatten de
rente- en aflossingsverplichtingen, eveneens per gulden. De eerste rij van 9
bevat in principe geen nullen. Er is immers verondersteld dat de looptijden
van de financieringsvormen zich onttrekken aan de zeggingsmacht van de
onderneming, zodat consequenties van financieringsvormen die dateren van
v66r het plantijdvak niet in deze matrix voorkomen. Deze worden wel op-
genomen in de vector B, die in het hier besproken geval een exogeen gegeven
is.
In het meer realistische geval waarin het mogelijk is om overschotten van
de ene periode in de volgende periode als beschikbare middelen te gebruiken,
wordt (5.2) iets ingewikkelder. Voor het eerste beslissingstijdstip geldt dan
als liquiditeitsvoorwaarde:
k 1
I Cjxj-  I u:y,  5  Bo
j=1 s=1
waarin us de fractie van het bedrag van financieringsvorm s is die de onder-
neming ontvangt bij het afsluiten van het financieringscontract. Deze fractie
is gelijk aan 66n minus het percentage aan kosten als provisie en dergelijke.
Bo is gegeven.
Voor het tweede beslissingstijdstip (t = 1) moet gelden:
k               1                        k              l
-  I  Fl j Xj +   I  disYs   S   Bo-   I  Cj Xj +   I  us ys tbi
j=1 s= 1 J=1 s=1
5  Zie voetnoot op biz. 87.
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waarin dis de rente- en aflossingsverplichtingen zijn die op t=1 ontstaan in
samenhang met 66n gulden opgenomen financieringsvorm s en waarin bl een
bedrag is dat elders vanuit de onderneming beschikbaar wordt gesteld.
Anders geschreven:
k                        t
I (Cj-Flj)xjt I (-tt,+dis)Ys 6 Botbi = 82
j=1 s=1
enzovoort.
De matrix .19 heeft nu dus de volgende vorm:
/ 0 ... 0 (vtl
...    Ck     -Fll  *0, -Flu (C.+1-Fl,utt) ··· (Ck-Flk 
1=
N-1 N-1 N-1 N-1
, I (-Fil)   I (-Ftu)  (CUtl
- ,I Ft, 9.,) . . . (Ck- t  F„) \t=1 t=1
Ook voor de matrix 9 geldt dat de te rij bestaat uit de som van de vooraf-
gaandet-1 rijen en ieder element van de B-vector is om dezelfde reden gelijk
aan de som van de voorafgaande elementen.
Het model heeft de vorm van een 1.p. probleem en kan op de gebruikelijke
manier worden opgelost.
Dit ook volgens Albach (zie [4], biz. 222) onvolkomen model kan op twee
punten bekritiseerd worden. Ten eerste logenstraft de veronderstelling om-
trent het nul zijn van de kapitaalwaarden van alle toekomstige investerings-
mogelijkheden zichzelf, aangezien het onlogisch is dat alleen en uitsluitend
aan het begin van deze planperiode zich kapitaalwaarden presenteren die
positief zijn.
Vervangt men deze veronderstelling door de aanname dat beslissingen
uitsluitend kunnen worden genomen aan het begin van het plantijdvak,
welke laatste veronderstelling hetzelfde effekt heeft, dan is deze moeilijkheid
wet opgelost maar tevens verschoven naar de klemmende vraag, waarom dit
tijdstip dan zo bijzonder is.
Het tweede punt van kritiek betreft het feit dat in dit model de beslissing
wordt genomen op basis van de kapitaalwaarde van iedere investerings- resp.
financieringsmogelijkheid, dit wit zeggen op basis van de contante waarde
van de cash flows die ieder alternatief genereert gedurende   zijn   leuensduur.
Deze levensduur wordt dus als een extern gegeven in de analyse meegenomen.
Reeds eerder (hoofdstuk II) is betoogd dat dit niet correct is, en dat de levens-
duur het resultaat van de analyse dient te zijn.
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Ook het toepassen van het principe van de opschuivende planhorizon
neemt de bovengenoemde bezwaren niet weg. Aan het begin van iedere plan-
periode worden dan beslissingen genomen in de veronderstelling dat deze
onderling onafhankelijk zijn. Dit is beslist niet het geval: een beslissing op
tijdstip 0 heeft consequenties voor de volgende beslissingen, was het alleen
al wegens de invloed er van op de liquiditeit en dus op de beschikbare geld-
middelen in latere perioden. Ook het bezwaar van de als gegeven opgevatte
levensduur blijft bestaan.
3. HET DYNAMISCHE MODEL VAN ALBACH
Het dynamische model beschrijft de situatie waarin de onderneming aan het
begin van iedere periode binnen de planhorizon een investeringsbeslissing
kan nemen, investeringsbeslissing te verstaan in ruime zin, dus inclusief
financierings- en desinvesteringsbeslissing. De levensduur van de investe-
ringsprojekten is nu geen extern gegeven meer maar wordt binnen het model
bepaald. De levensduren van de fnancieringsvormen blijven echter gegeven.
In principe is de vorm van het dynamische model dezelfde als die van het
statische model zoals door ons in de formules (5.1) t/m (5.6) weergegeven.
De betekenis van de symbolen ondergaat echter enige uitbreiding in verband
met het dynamische karakter van het model 6
De doelfunktie van het model blijft:
Maximaliseer:  Ko = K'X+M'Y (5.la)
Hierin is X nu echter een samengestelde vector:
x' = (x; ,x; , . . . , xl).
Hierin is
X j = 17:Oj,Xi j,···, XN-1.i) (j = 1,..„k)
waarin geldt (zoals Albach7 suggereert, vgl. [4], blz. 316):
x:j = het aantal machines van type j (j =  1,..., k) dat op tijdstip t (t = 0,
N- 1) wordt  geinstalleerd....,
6     Hierbij zij aangetekend dat Albach deze betekenissen zelf slechts zeer summier aangeeft
en dat met name de precieze betekenis van de X-vector eerst kon worden achterhaald door
een nauwkeurige analyse van het originele model ([4], blz. 316 e.v.) en van een zeer ge-
styleerd cijfervoorbeeld ([4], blz. 241 e.v.). De aldus gevonden interpretatie paste niet
exact in het originele model, maar een vrij cenvoudige verandering die kan worden be-
schouwd als een correctie van een fout in de notatie, loste deze moeilijkheid op.
7  Zij het dan dat de index t bij Albach betrekking heeft op het begin van periode t.
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Een interpretatie die de gang van zaken nauwkeuriger beschrijft, is de
volgende:
x:j = het aantal machines van type j (j = 1,..., k) dat in de onderneming
(nog) aanwezig is, onmiddellijk nadat op tijdstip t (t - 0,..., N- 1)
de beslissing is genomen.
Hierbij wordt verondersteld dat ieder type slechts 66n maal op de markt voor
investeringsgoederen wordt aangeboden, zodat er een vast verband bestaat
tussen het nummer van het type en het tijdstip waarop dit type voor het eerst
in de onderneming aanwezig is. Ofwel, wat hetzelfde is, het begrip 'type' is
zodanig gedefinieerd dat in de ondememing alle machines van 66n type van
dezelfde installatiedatum zijn.
Om te voorkomen dat in de oplossing van het model positieve x -waardentj
voorkomen voor tijdstippen waarop de desbetreffende machine nog niet op
de markt voor investeringsgoederen wordt aangeboden of voor tijdstippen
na het verstrijken van de technische levensduur, worden deze x,j-waarden
tevoren per definitie gelijk aan nul gesteld.
Ook de vector K is in (5.la) samengesteld:
K'=(K;,Ki,...,KI)
Als de typen 1 t/m v corresponderen met machinetypen die op tijdstip 0
reeds in de onderneming aanwezig zijn, dan is
K;  =  {Foj, (1 + r)- lF tj,·. .,(1+r)-N+1FN-1.j} (j = 1, ...'v)
waarin
Fu- de cash flow  van 66n machine van type j (j-  1, .  .., v) die  ontstaat
gedurende de periode  [t,  t + 1)  en is herleid  tot een bedrag op tijdstip
t (t = 0,..., N- 1);
r = de calculatorische rentevoet per periode.
Voor de overige typen geldt:
K; = {0,...,0, -(1+r)-"Cj,(ltr)-4-1Ft,+1, j, ·· ·,(ltr)-N+1FN-1. j}
waarin tj het tijdstip is waarop typej op de markt voor investeringsgoederen
wordt aangeboden en waarin het aantal nullen gelijk is aan tj (afgezien van
de mogelijkheid dat F,j voor t > tj niet noodzakelijk ongelijk aan nul hoeft
te zijn).
Eindigt de (resterende) technische levensduur van de machine eerder dan
de planhorizon N, dan zijn de cash flows daarvan op de tijdstippen t na het
verstrijken van deze levensduur per definitie gelijk aan nul.
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De vectoren Y en M zijn in het dynamische model analoog aan de vectoren
X en K gedefinieerd. Dus:
Y, = (Y;, Y;,..., Y;)
YE  - (yOJ , yls,· ··,  N- 1, s (s - 1,..„ /).
waarin geldt:
ya = de gecontracteerde omvang, in guldens, van financieringsvorm s
(s -1,..., l) die op tijdstip t (t -0,..; N- 1) nog aanleiding geeft
tot ontvangsten of uitgaven.
Is een bepaalde financieringsvorm niet eerder beschikbaar dan tijdstip 4
dan  zijn de eerste 4-1 elementen  van  de  met deze financieringsvorm  cor-
responderende Y-vector geljjk aan nul. Ook hier geldt naar analogie van x,j
dat een gegeven financieringsvorm slechts 66nmaal kan worden benut. Ver-
hogingen van eerder verleende kredieten en dergelijke moeten dus worden
beschouwd als afzonderlijke financieringsvormen.
Wat de vector M betreft, geldt naar analogie van K:
M'-(M;,M6,...,Mi)
M; = (0,...,0,(ltr)-"us, -(1+r)-4-id:,+1.s, ·· ·i -(1+r)-N+idN- 1,s 
(s = 1,..., l)
waarin u en d de reeds eerder aangegeven betekenis hebben en 4 het tijdstip
is waarop financieringsvorm s ter beschikking wordt gesteld. Evenals bij de
vector Kj kunnen de laatste elementen van M, nullen zijn voorzover deze
elementen betrekking hebben op tijdstippen waarop geen verplichtingen meer
bestaan die voortvloeien uit het oorspronkelijke financieringscontract.
De liquiditeitsvoorwaarde van het statische model blijft eveneens van
kracht in het dynamische model:
FHX+SY SB (5.2a)
Maar ook hier is de betekenis van de symbolen enigszins gewijzigd. De
matrix 3 is een samengestelde matrix, evenals 9:
1  -  V   i,  882,•••,  0
9-(91,92,·••,91).
Nemen we weer aan dat de liquiditeitsoverschotten op het ene beslissings-
tijdstip beschikbaar zijn voor aanwending op het volgende beslissingstijdstip,
dan luidt de 8-matrix voor de aan het begin van het plantijdvak reeds aan-
wezige machines:
Dynamisch model Albach                               93
c-Foj          0               0               0          0       ...     0          
- Foj      - Fi j 0 0   0  ...  0
- Foj      -Fl j      - .1:'2j 0 0  ... 0
aj =  -Foj   -Flj   -P'zj   -Fa,1  0   · · · 0 (j -1 5...,V)
,-Foj -Fil ········ -FN-Lj'
Voor de overige typen wordt dit:
 0..  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .0    1
0...0 Cj 0 0     0  ... 0
'9j=    0...0     Cj-F,J+1.j              0              0       ...     0
0...0        Cj         -F:, +  1. j         - F,J +2,  j                   ···        0
fO...0       Cj        -Ft, + 1.j -Ftj+2.j    ··· -FN-1.j'
(j=v+1,...,k)
dus een driehoeksmatrix waarvan de eerste tj kolommen en rijen uit nullen
bestaan.
De matrix  9, (s = 1,. -., l) heeft dezelfde gedaante als de 3fj-matrix.
In  plaats van Cj schrijve men  - u„  het element  - F,j wordt vervangen  door
+ dts,   en   tj moet worden gelezen   als   4.
De B-vector is precies dezelfde als in het statische model: ieder element
bestaat uit de som van alle vanaf het eerste beslissingstijdstip tot en met het
onderhavige beschikbaar gestelde bedragen.
Voorwaarde (5.3) blijft ook hier van kracht maar in verband met de ge-
wijzigde x-vector moet ook de matrix 4, worden aangepast.
·91. - C.5':t, gl=2,···, •R/=k)
waarin
C O. .  .  .  .  .  .  .  .  . . .0,
0...      0
49=                    a:                      ·
z=1 ,...,Z
4    :                            j-1, . . . ,k
atjt L j
Z
\V. •   ...•   •   •   •   •   • •  N -1.j,
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dus een N x Ndiagonaalmatrix met op de hoofddiagonaal de fysieke bijdrage
van 66n machine van type j tot het produktievolume van produkt z in de
periode  [t,  t +  1).  In het geval  dat de technische levensduur  in  een  bepaalde
periode reeds verstreken is, zijn de corresponderende elementen van d:
uiteraard gelijk aan nul.
Voorwaarde (5.4) van het statische model ondergaat een uitbreiding,
omdat nu op ieder beslissingstijdstip moet gelden dat er van een bepaald
type machines niet meer aanwezig kunnen zijn dan reeds op het vorige be-
slissingstijdstip het geval was. Dus:
xoj S Doj (j= 1,..„v) (5.7)
X,j-Xt- 1, j  f  (t-tj+1,...,N-1; j -1,...,k) (5.8)
Uit (5.8) blijkt dat de aantallen machines die nieuw aangeschaft worden, dus
Xtjj' niet door deze voorwaarde worden begrensd. Dit is correct omdat er in
principe geen fysieke grenzen aan uitbreidings-investeringen zijn gesteld.
'Die Investitionsm8glichkeiten des Unternehmens sind erst dann erschilpft,
wenn sich fur das Unternehmen weder aufdem Gutermarkt durch Investition
von Mitteln in den Betriebsmitteln, Rohstoffen, Kassenbestanden fur die
Zahlung von Lohn an die im Unternehmen Beschaftigten noch auf dem
Kapitalmarkt durch Investition in Wertpapieren, Bankguthaben, Wechseln
usw. zusatzliche MBglichkeiten bieten, den Kapitalwert des 1nvestitions-
programms zu erhBhen.' ([4], blz. 29). In dit model zijn de beperkingen van
economische aard en deze komen in de andere nevenvoorwaarden tot uiting.
Eventuele fysieke restricties moeten derhalve afzonderlijk aan het stelsel
voorwaarden worden toegevoegd.
Ook voorwaarde (5.5) ondergaat enige wijzigingen. Allereerst zijn de
looptijden van de financieringsvormen extern gegeven; zij komen tot uiting
in de vectoren Ms en de deelmatrices 9, waarvan alleen die elementen on-
gelijk aan nul kunnen zijn die betrekking hebben op tijdstippen die binnen
de looptijd vallen. Derhalve kan worden gesteld:
yts = Vt.,s (t  =  t„...,  N-1;   s  = 1 ,..., 1)                           (5.9)
Voorwaarde (5.9) heeft tot gevolg dat financieringsvorm s tot zijn volle
bedrag 'aanwezig' blijft, ook al is de looptijd reeds verstreken 8. Dit heeft
echter geen invloed op de oplossing van het model omdat voor deze perioden
de bijdrage aan de doelfunktie nul bedraagt, evenals de uitgaven terzake
8   Albach is naar onze mening niet consequent waar hij voorwaarde (5.9) in zijn model
opneemt en tezelfdertijd de elementen van Y. die betrekking hebben op tijdstippen na het
verstrijken van de looptijd per definitie gelijk stelt aan nul. Zie [4], blz. 316 en 320.
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van deze financieringsvorm. Er zijn dus ook geen gevolgen meer voor de
liquiditeit.
Tenslotte blijft de niet-negativiteitsrestrictie (5.6) uiteraard bestaan.
4. ENIG COMMENTAAR
De oplossing van het dynamische model geeft volgens Albach het optimale
investerings- en financieringsplan voor het gehele plantijdvak. Evenals bij de
modellen die met dynamische programmering worden opgelost, is alleen het
investerings- en financieringsplan voor de eerste planperiode van belang; de
uitkomsten voor de volgende perioden hebben slechts een indicatieve beteke-
nis. Wordt nu het principe van de opschuivende planhorizon toegepast, dan
wordt in iedere periode die beslissing gerealiseerd die optimaal is met be-
trekking tot een volledig plantijdvak. Ten aanzien van de lengte van het
plantijdvak merkt Albach op: 'Als Planungshorizont wird derjenige zu-
kunftige Zeitpunkt bezeichnet, bei dem die Informationen Ober bestimmte
Gr6ssen gerade noch die augenblickliche Entscheidung beeinflussen k8nnen'
( [4], blz. 134). Helaas is dit pas achteraf, nadat de oplossing is bepaald, vast
te stellen. We nemen daarom aan dat het plantijdvak op pragmatische
gronden wordt vastgesteld (zie ook blz. 61).
In het hierboven weergegeven dynamische model van Albach doet zich
echter een minder gewenst verschijnsel voor. Omdat het plantijdvak be-
grensd is, strekken de cash flows zich nooit verder uit dan de planhorizon.
Doorgaans vertoont een investering in machines een cash fiow die in het
begin negatief is en na enige tijd positief. Deze investering is dus pas dan aan-
trekkelijk als deze positieve cash flows de eerste negatieve tenminste goed
maken, zodat in het beschreven model die fysieke investeringen favoriet zijn,
die deze positieve cash flows opleveren voordat het plantijdvak is verstreken.
Investeringen in machines die pas tegen het einde van dit tijdvak gerealiseerd
kunnen worden, krijgen deze kans niet, omdat met de na de planhorizon op-
tredende positieve cash flows geen rekening wordt gehouden. Wat de finan-
cieringen betreft, hier is het juist omgekeerd: deze vertonen eerst een posi-
tieve, daarna negatieve cash flows. Financieringen die eerst tegen het einde
van het plantijdvak optreden hebben in dit model dus de voorkeur, omdat de
negatieve cash flows ervan (gedeeltelijk) buiten beschouwing blijven. Het
model vertoont dus een 'bias' inzoverre investeringen die tegen het einde
van het plantijdvak gerealiseerd worden, te ongunstig en financieringen die
tijdens de laatste planperioden worden aangetrokken, te gunstig worden
voorgesteld. Als gevolg daarvan heeft het model ten onrechte de neiging om
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in het begin van het plantijdvak zo weinig mogelijk te financieren en aan het
eind van het plantijdvak zo weinig mogelijk te investeren. Dat dit invloed
heeft op de eerste beslissing op t=O i s duidelijk.
Een tweede punt van kritiek betreft de formulering van de liquiditeits-
restrictie. Het toepassen van de kapitaalwaarde als beslissingscriterium is
alleen dan gerechtvaardigd als de veronderstelling dat alle tussentijds vrij-
komende middelen de calculatorische rente opbrengen, actueel is. Hiervan
uitgaande moet naar onze mening deze herbeleggingsclausule teruggevonden
kunnen worden in de liquiditeitsrestrictie waarvan het linkerlid immers de
tussentijds vrijkomende middelen weergeeft. Dit nu is niet het geval.
Op deze problemen wordt in de volgende paragraaf nader ingegaan.
5. EEN VERBETERD MODEL
5.1. Inleiding
In het navolgende zullen we een model bespreken dat weliswaar op dat van
Albach is gernspireerd, maar dat zo veel mogelijk tegemoet komt aan de zo-
juist gereleveerde kritiek. Het eerste punt van kritiek gold de vertekening die
het model van Albach geeft betreffende de waardering van investerings- en
financieringsalternatieven die zich aanbieden aan het einde van het plan-
tijdvak. Indien men deze vertekening geheel wil teniet doen, dan is men ge-
dwongen de planhorizon oneindig ver in de toekomst te plaatsen. In dat geval
wordt het model echter onhanteerbaar, nog afgezien van de vraag of de dan
benodigde gegevens voorhanden zijn. Een oplossing voor het dilemma wordt
geboden door het begrip 'planhorizon' nader te onderzoeken.
Er zijn aan dit begrip twee aspecten, of liever er kunnen twee verschillende
tijdstippen zijn die met dit begrip kunnen worden aangeduid. In de eerste
plaats kan de planhorizon worden gezien als het laatste tijdstip van het plan-
tijdvak, gedurende welk tijdvak beslissingen worden genomen. Het is dus
als het ware een beslissingshorizon: v66r of uiterlijk op dit tijdstip moet de
laatste beslissing vallen. Beslissingen echter worden genomen op grond van
de toekomstige consequenties ervan. Men kan als planhorizon dus tevens
beschouwen het laatste tijdstip waarop de direkte gevolgen van de laatste
beslissing nog werkzaam zijn. In deze opvatting is het dus een soort evaluatie-
horizon: de laatste beslissing wordt mede gebaseerd op een evaluatie van de
consequenties van de desbetreffende alternatieven tot op dit tijdstip (vergelijk
ook [33], blz. 30). De beslissingshorizon ligt dus altijd v66r de evaluatie-
horizon.
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In theorie dient de plaats van de beslissingshorizon zodanig te worden
vastgesteld dat de laatste beslissing geen invloed meer heeft op de eerste, die
immers onmiddellijk moet worden uitgevoerd ([4], blz. 134). Afhankelijk
van de alternatieven die zich voordoen ten tijde van de laatste beslissing,
kunnen dan verschillende evaluatiehorizonnen worden bepaald,  66n  voor
elk alternatief. Zoals reeds in de vorige paragraaf is gesteld, kan de beslis-
singshorizon echter pas worden bepaald als het model is opgelost, zodat
deze exogeen moet worden bepaald. Hierbij is de lengte van de reeks gege-
vens meestal de beperkende faktor: er is met andere woorden een datahori-
zon, die op dat tijdstip is gelegen waar de kortste reeks gegevens omtrent de
alternatieven eindigt. Stel dat dit tijdstip tijdstip N is. Dit betekent dat de
evaluatiehorizon op tijdstip N moet worden geplaatst. De beslissingshorizon
ligt dan uiterlijk op tijdstip N- 1  aangezien deze steeds vddr de evaluatie-
horizon moet liggen. De beslissingshorizon kan eventueel vroeger worden
geplaatst voorzover de invloed van de laatste beslissing op de eerste dit toe-
laat; in het algemeen echter zal de datahorizon ook hier een beperkende
faktor zijn, zodat de beslissingshorizon ten opzichte van de evaluatiehorizon
zo laat mogelijk moet vallen. We zullen in het vervolg dan ook aannemen dat
de laatste beslissing wordt genomen op tijdstip N- 1.
Dat er geen gegevens beschikbaar zijn omtrent de gedragingen van sommi-
ge alternatieven na tijdstip N, betekent overigens niet dat deze alternatieven
na dit tijdstip geen gevolgen meer hebben voor het systeem. Van andere al-
ternatieven zijn deze gevolgen in meerdere of mindere mate bekend. Niette-
min is men gedwongen de evaluatie van deze gevolgen te beperken tot tijd-
stip N, aangezien deze evaluatie toch onvolledig zou zijn als men hem door-
trok tot een later tijdstip. Om nu ieder alternatief toch 'eerlijk' te behandelen
houdt men met deze latere consequenties rekening indien men aan deze alter-
natieven op tijdstip N een restwaarde toekent, waarmee men tevens bereikt
dat er 66n evaluatiehorizon wordt vastgesteld voor alle alternatieven 9.
Omdat we als doelstelling hebben de maximalisatie van de kapitaalwaarde,
zou deze restwaarde gelijk moeten zijn aan de contante waarde van de cash
flows die zich na tijdstip N manifesteren.
Hoe worden deze restwaarden bepaald? Voor de fysieke investeringsalter-
natieven die na de planhorizon nog cash flows opleveren, zou men de kapi-
taalwaarde op de planhorizon van alle latere cash flows willen kennen en
deze kapitaalwaarde als restwaarde op dat moment willen opvoeren. Van
verscheidene van deze alternatieven is echter hoogstens bekend dat er nog
cash flows zullen zijn na tijdstip N, maar niet hoe groot deze zullen zijn. Men
9  In het vervolg zullen we tijdstip N (de evaluatiehorizon dus) kortweg aanduiden als
planhorizon.
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zal de kapitaalwaarde daarvan dus rechtstreeks moeten schatten. In feite
doet zich hier hetzelfde probleem voor als in par. 2. van hoofdstuk IV waar
de waarde van de beslissing op de planhorizon moest worden vastgesteld.
We kiezen hier voor dezelfde (enigszins arbitraire) oplossing, die inhield dat
de schrootwaarde van de machine op dat moment als schatting van de rest-
waarde fungeert, uiteraard tenzij de gegevens toelaten dat een 'echte'
kapitaalwaarde op dat moment kan worden bepaald. Dit impliceert dat we
de door Albach gemaakte veronderstelling dat de restwaarde van een ma-
chine ongeacht zijn leeftijd nul bedraagt, laten vervallen. Deze veronder-
stelling was naar onze mening onrealistisch, aangezien deze als consequentie
kon hebben dat een zojuist geinstalleerde nieuwe machine geen enkele
direkte opbrengstwaarde zou hebben.
Als we de veronderstelling van Albach handhaven, dat aflossings- en rente-
betalingen zich onttrekken aan de invloedssfeer van de onderneming en dat
deze per financieringsvorm gegeven zijn, dan is op tijdstip N precies bekend
welke verplichtingen uit hoofde van eerder ondernomen financieringsakties
zullen vervallen na dit tijdstip en tevens wanneer deze vervallen. De rest-
waarde van een financieringsalternatief op tijdstip N is dus gemakkelijk te
bepalen.
In het onderstaande model laten we ook de veronderstelling achterwege
dat een machine-type slechts 66nmaal op de markt voor investeringsgoederen
wordt aangeboden. We laten dus toe dat er van een bepaald machine-type
als het ware verschillende jaargangen tegelijk aanwezig zijn. Hoewel de
oorspronkelijke veronderstelling niet essentieel is, komt het laten vervallen
ervan naar onze mening de leesbaarheid van het model ten goede.
In het navolgende gaan we evenals in paragraaf 3 uit van een plantijdvak
dat wordt begrensd door de tijdstippen 0 en N (N >  0), en dat in N perioden
is verdeeld met lengte 66n.
5.2.  De formulering  uan  de  doelfunktie
Als gegeven is dat de oudste machine die op tijdstip 0 aanwezig is, geInstal-
leerd is op tijdstip to (to 6 0) en dat er k verschillende machinetypen zijn,
dan kunnen we op grond van het voorgaande defini6ren:
xjr, = het aantal machines van type j (j = 1,..., k) dat op tijdstip T
(T = t o, . . . ,t) is geinstalleerd  en  dat op tijdstip  t  (t  =  0, . . . ,N)
onmiddellijk na de beslissing op dat tijdstip nog in de onderneming
aanwezig is.
Uit deze definitie kan worden afgeleid dat
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xj:, = het aantal nieuwe machines van type j (j -  1,. .., k) dat op tijdstip t
(t = 0,..., N) wordt geinstalleerd.
Rekening houdend met de in de vorige subparagraaf vermelde eis, dat op
tijdstip N geen beslissingen meer worden genomen, geldt bovendien:
XJNNd= O       (j-  1..... k)
XjrN = Xjr,N-1 (j= 1,...,k; T -to'' ..,N-1)
Verder volgt uit de definitie van Xj.
Xjr.'-1 -Xj" = het aantal machines van type j (j=  1,..., k) dat op tijdstip
r (r = to,..., t- 1) is geinstalleerd (dus een leeftijd heeft
van   t- ·r perioden)  en  dat op tijdstip  t  (t  =  0,..., N- 1)
buiten gebruik wordt gesteld.
De kapitaalwaarde van de beslissing op tijdstip t ten aanzien van fysieke
investeringen, welke kapitaalwaarde wordt gemeten op tijdstip t over de
periode  [t, t + 1),  kan nu worden geschreven als:
k  i 1     71
K,(x) =I I I xj„ 1  e-i'Qj(r, t+w)dw-xj„C,(t)+
1=1 440  JO
t-1
+ I (xjr, t-1 - xj„)SJ(T, t)3 (t = O'..., N-1)T=to
waarin de symbolen de eerder aangegeven betekenis hebben.
De consequenties van beslissingen die zich voorbij de planhorizon uit-
strekken, worden samengevat in de restwaarden:
k  N-1
KN(x) =  I     I  xj,N Sj(T, N)
j= 1 r=to
De kapitaalwaarde van de fysieke investeringen gedurende het gehele plan-
tijdvak is dan op tijdstip 0 gelijk aan:
N
K(x) = I e-"K,(x) =
2=0
N-1
r k   ,     71=I  e-"  l i l I xin  1   e-'WQ,(1, t+w)dw-x,„Cj(t) +
t=0 Lj= 1   <r=to          JO
t-1 k  N-1
+  I(xjr,r-1-xjr,)Sj(.r, t)      te-INI      I  xjrN Sj(·r, N).
TwrO j= 1 T=10
Omdat is verondersteld dat de 'levensduur' van een financiering een exogeen
gegeven is, waarbij rente- en aflossingsbetalingen vaststaan, kunnen we ten
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aanzien van de omvang van een bepaalde financiering volstaan met een wat
eenvoudiger definitie dan voor de omvang van de fysieke investeringen nodig
was. Als we aannemen dat
- financieringscontracten alleen worden afgesloten op de beslissingstijd-
stippen; contracten die later  dan op tijdstip  N- 1 worden afgesloten
blijven buiten beschouwing.
- de pe rente- en aflossingsbetaling van een financieringsvorm die is aan-
gegaan op tijdstip t vervalt op tijdstip  r +p;
- er / financieringsvormen bestaan,
dan kunnen we defini8ren:
0,   = de looptijd van financieringsvorm s (s = 1,. .., l), dit wil zeggen dat
een op tijdstip t gesloten financieringscontract betalingsverplichtingen
schept tot en met tijdstip  t + 4;
ys,  = het aantal guldens van financieringsvorm s (s = 1,.. ; 1) dat op tijd-
stip t (t = -0„ ..., N) is gecontracteerd, dit wil zeggen: het bedrag
waarop het rente- en aflossingsschema is gebaseerd;
u,  = de fractie van het gecontracteerde bedrag van financieringsvorm s
die de onderneming daadwerkelijk ontvangt.   Dus   (1 -u,)    100 %
vormt het percentage kosten als provisie e.d.
dsth = de rente- en aftossingsverplichtingen per gulden op tijdstip t (t =
h-0s,···, h - 1)  gecontracteerde  financieringsvorm  s,  die  vervallen
op tijdstip h.
In de doelfunktie kunnen de financieringsvormen die v66r het begin van het
plantijdvak zijn aangegaan, achterwege blijven. Krachtens onze veronder-
stellingen zijn deze immers gegeven: de onderneming heeft geen invloed
meer op de omvang ervan. Deze financieringen spelen natuurlijk wel een rol
in de liquiditeitspositie voorzover zij tijdens het plantijdvak rente- en aflos-
singsbetalingen veroorzaken. We komen hier in de volgende subparagraaf op
terug.
In de doelfunktie komen anderzijds wel de cash flows tot uiting die ver-
oorzaakt worden door tijdens het plantijdvak gesloten financieringscontrac-
ten, maar die eerst na de planhorizon plaats vinden. Op deze wijze wordt
onmiddellijk rekening gehouden met de restwaarde die deze financierings-
vormen bezitten op tijdstip N.
Om dezelfde reden als XjNN = 0 geldt dat y,N = 0.
Op grond van het voorgaande luidt het gedeelte van de doelfunktie dat
betrekking heeft op de financiering, als volgt:
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N- 1        1                1+0.
K(y) =  I e-" I y*,{us-   I  e-,ch-,)d,th}
t=0 S=1 h=ttl
De complete doelfunktie van ons model is lineair in de beslissingsvariabelen
XjT' en Yst en luidt dus:
Maximaliseer K  =  K(x) + Kty) =
N-1 rk (t rE -iw-=  I e- i,  1   I   1  I xjr,  I   e       ej(T, t+w)dw - xj„ Cj(t) +
r=0 L j=  1      r=t o            JO
1-1 1 1 1+0.
+ I(xjr,1-1-xju)Sj('r, t)) + Eyst{us-  I  e-ich-:)d,th}-  +
T=ro s=l h=ttl
k  N-1
+e-INI   I xjrNSj(T, N). (5.10)
1= 1  T=to
5.3. De formulering uan de liquiditeitsuoorwaarden
Als eerste nevenvoorwaarde stellen we dat de onderneming op alle beslis-
singstijdstippen liquide moet zijn. Deze eis waarborgt niet zonder meer de
liquiditeit op ieder willekeurig tijdstip; we zullen echter aannemen dat deze
voorwaarde voldoende is en dat eventuele tussentijdse liquiditeitstekorten op
andere wijze worden gefnancierd.
Alvorens de liquiditeitsvoorwaarde in wiskundige vorm te formuleren
dienen we eerst een definitie te geven van het begrip 'liquiditeit op beslissings-
tijdstip t', met andere woorden welke zijn de liquide middelen op dit tijdstip
en met welke uitgaven moet men rekening houden? Aan de middelenzijde
van het liquiditeitsbestand op tijdstip t staan:
a.  de ontvangsten uit hoofde van de restwaarden van de op dit tijdstip buiten
gebruik gestelde machines;
b.  de opgespaarde exploitatie-overschotten gedurende de periode  (t- 1, t]
die aan tijdstip t voorafgaat;
c. de ontvangsten uit hoofde van op tijdstip t afgesloten financieringscon-
tracten;
d. een bedrag ter grootte van b, gulden dat elders vanuit de onderneming
beschikbaar wordt gesteld. Dit bedrag kan uiteraard nul of zelfs negatief
zijn. Het is echter een exogeen gegeven;
e. de eventuele liquiditeitsoverschotten van voorgaande beslissingstijdstip-
pen (in de Duitse literatuur noemt men deze mogelijkheid 'Kassenhal-
tung').
Om de evaluatie van de liquiditeitspositie gedurende het plantijdvak te
kunnen starten nemen we aan dat op tijdstip t=0 kan worden beschikt over
102 Lineaire programmering
een bedrag ter grootte van bo gulden, waarin mede begrepen zijn de bedragen
genoemd onder b. en e.
De bronnen a. t/m e. dienen ter dekking van de volgende uitgavenposten:
A. de investeringsuitgaven op tijdstip t die het gevolg zijn van de aanschaf
van nieuwe machines;
B.  de rente- en aflossingsverplichtingen (ook van 'oude' financieringen) die
op tijdstip t vervallen.
Zoals reeds in par. 4 vermeld, dient men in de liquiditeitsrestricties de aan
het toepassen van de kapitaalwaarde inherente herbeleggingsclausule te
kunnen terugvinden, met name als de mogelijkheid tot 'Kassenhaltung' aan-
wezig  is. Een liquiditeitsoverschot  dat op tijdstip 1-1 bestaat,  zal  dus  op
tijdstip t volgens de calculatorische rentefaktor zijn aangegroeid. Met deze
rentefaktor moet ook worden rekening gehouden bij het hierboven onder b.
genoemde opsparen van exploitatie-overschotten.
Op grond van het bovenstaande kan de liquiditeitsvoorwaarde voor tijd-
stip  0 als volgt worden geformuleerd:
k             -1
bo +  62{-xjoo cj(0) +   I  (xjr, -1 - Xj,o)Sj(T, 0)} +
j=1 T-rO
-1
+  I (y,ou.-    I    y„d„o) 20 (5.11)
s=1 t=-es
In (5.11) heeft  xj„ - 1  betrekking  op de aantallen machines  die op tijdstip
- 1 zijn geinstalleerd, welke aantallen op tijdstip 0 dus reeds bekend  zijn.
In (5.11) treden zij dus als gegeven op. Eveneens gegeven is de term
1 -1
I       I   Y„ d„o
Fl  F-6
die de rente- en aflossingsverplichtingen betreft van financieringen die v66r
het onderhavige tijdstip 0 zijn gerealiseerd en die op dit tijdstip nog rente- en
aflossingsbetalingen vereisen.
Het linkerlid van (5.11) geeft het liquiditeitsoverschot aan, dat mede ge-
bruikt kan worden als dekking van de liquiditeitsbehoefte op tijdstip 1 - 1.
Dit overschot noemen we Lo en dit is krachtens (5.11) in elk geval niet
negatief. Rekening houdend met de herbeleggingsclausule luidt de liquidi-
teitsrestrictie voor tijdstip 1 dan als volgt:
k i O    21
e'Lotbit  62   {  I xj,0 I   ect-W)'Qj(T, w)dw-Xill Cj(1) +
j =l   (r=to           JO
0                         11                0
+  I (xjw-Xjrt)S,(1,1)   4-  I {y,  us-       I      YS'd,Ti}  2  0.
T=to S=- 1 t=-estl
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Definidren we in het algemeen:
k (t-1 1,1




1 +  I  (Xj'.,_ 1 -Xjit)Sj(·r,  t) 1 +  I {ys, Us-       I      Ys, d,„}
/=ro 1 s=l .=-es+r
(t = 1,..., N)
waarin per definitie XjNN = 0 en YsN =  ' en heeft Lo de reeds eerder aan-
gegeven betekenis, dan luidt de liquiditeitsvoorwaarde voor tijdstip t (t = 0,
. . ., N) kortweg:
I  ect- z)'L:  2 0 (t = 0,..., N) (5.12)
.=0
Men kan L, economisch interpreteren als de liquiditeitsmutatie gedurende
de tijdsspanne die begint onmiddellijk na de beslissing op tijdstip  t-1  en die
eindigt onmiddellijk na de beslissing op tijdstip t.
Indien wordt voldaan aan (5.12) dan is de liquiditeit op de verschillende
beslissingstijdstippen gedurende het plantijdvak weliswaar verzekerd, maar
de mogelijkheid is niet uitgesloten dat de onderneming na tijdstip N wordt
geconfronteerd met een situatie waarin zij niet aan haar fnanciEle verplich-
tingen kan voldoen, welke situatie geheel te wijten is aan de beslissingen die
gedurende het plantijdvak zijn genomen. Onder de gemaakte veronder-
stellingen is het niet mogelijk om voorwaarden te formuleren die de liquidi-
teit na tijdstip N waarborgen, maar het is wel mogelijk een voorwaarde te
stellen, die de cumulatieve liquiditeit na tijdstip N zeker stelt, d.w.z. dat de
som van de na dit tijdstip beschikbaar komende middelen voldoende is om
aan de som van de nog resterende verplichtingen te kunnen voldoen, voor-
zover deze inkomsten en uitgaven verband houden met tijdens het plantijd-
vak of eerder genomen beslissingen. Men kan dit opvatten als een eis dat de
'restwaarde' van de liquiditeit niet negatief mag zijn.
De bronnen van de gecumuleerde liquiditeit op tijdstip N worden gevormd
door het op dit tijdstip aanwezige liquiditeitsoverschot, dat wordt weerge-
geven door het linkerlid van (5.12) voor t =  N e n door de toekomstige cash
flows van de op dit tijdstip nog aanwezige machines. Deze laatste grootheid is
krachtens onze veronderstellingen niet bekend. We hebben echter veronder-
steld (zie blz. 98) dat de contante waarde ervan gelijk is aan de restwaarde
van de ten tijde van de planhorizon aanwezige machines. Om deze reden
formuleren we de voorwaarde in termen van contante waarden. De hier
relevante toekomstige verplichtingen zijn wel bekend: het zijn de aftossings-
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en rentebetalingen als gevolg van v66r tijdstip N afgesloten financierings-
contracten, voorzover de looptijd daarvan zich tot na de planhorizon uit-
strekt.
De voorwaarde ten aanzien van de gecumuleerde en gedisconteerde liqui-
diteit op tijdstip N luidt dan:
N          k N-1 i N-1 T+es
I e(N-z)'L=+ I  I xjrNS,(T, N)- I X    e-('-Bpsrds" 2 0
Z=0 s=l I=N-estl t=Nttj= 1 T=to
(5.13)
Eventueel kan in (5.13) de bovengrens van de sommatie over T vervangen
worden door N aangezien per definitie XjNN en YsN gelijk zijn aan nul. Voorts
is impliciet aangenomen dat b, = 0 voor t > N.
5.4.  De formulering van de overige restricties
Als volgende voorwaarde stellen we:
k     t
<I     I aj'tq Xjrt fi a,q          (t  =  0, I  .  · ,N-1;  q  - 1 , . . ., q*)            (5.14)
j= 1 r=to
Deze voorwaarde heeft dezelfde struktuur als voorwaarde (5.3) in het model
van Albach, die maximale grenzen stelde aan het produktievolume van ieder
produkt per periode. De bedoeling is dat voorwaarde (5.14) de verbanden
weerspiegelt die bestaan tussen het beschouwde systeem en de overige werke-
lijkheid (environment). Bijvoorbeeld:
- er is een maximum of minimum grens gesteld aan het produktievolume
van produkt q in de periode volgend op tijdstip t. De co6ffici6nt a steltjrtq
dan de bijdrage aan dit produktievolume in deze periode voor, geleverd
door een machine van het door Xjtt gekarakteriseerde type;
- de benodigde hoeveelheid van een produktiemiddel q (arbeid van een be-
paalde kwaliteit, energie, grondstoffen van een gegeven soort e.d.) is ge-
bonden aan een maximum in iedere periode;
- er moet worden voldaan aan wettelijke voorschriften zoals eisen ten aan-
zien van licht, ruimte, ventilatie en veiligheid, gesteld door de Arbeids-
inspectie of brandweer, eisen betreffende de afvallozing, lawaai en stank
(Hinderwet, wet op de milieuverontreiniging) en dergelijke meer.
Met betrekking tot de mogelijkheid tot het opnemen van vreemd vermogen
bestaan doorgaans eveneens beperkingen. Al naargelang de feitelijke situatie
kan deze voorwaarde de volgende gedaante hebben:
y# 5 Y. (s= 1,...,lit= 0,...,N-1) (5.15)
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en/of




I    I  y„ 5 y*     (t = 0'..., N-1) (5.17)
3-1 r-t-4
Voorwaarde (5.15) stelt een maximum grens aan het op ieder beslissingstijd-
stip op te nemen bedrag aan vermogen in elke vorm afzonderlijk. Voorwaar-
de (5.16) stelt een bovengrens aan het door de onderneming opgenomen
bedrag aan vermogen van soort s op ieder beslissingstijdstip voorzover nog
niet geheel afgelost. Door uitsplitsing van d:,t, in afzonderlijke rente- en af-
lossingsbestanddelen kan deze voorwaarde eventueel worden getransfor-
meerd tot een maximum aan in de onderneming nog aanwezig vermogen van
soort s. De laatste voorwaarde (5.17) formuleert deze bovengrens ten aanzien
van de som van het opgenomen vermogen op tijdstip t. Deze voorwaarden
behoeven niet voor elke financieringsvorm dezelfde gedaante te hebben. Van-
daar dat de voorwaarden (5.15) t/m (5.17) onderling in een en/of -relatie
staan. Voorzover ten aanzien van bepaalde financieringsvormen een andere
voorwaarde van kracht is dan voor andere financieringsvormen, moet de
indexering van (5.15) t/m (5.17) worden aangepast. Ook voorwaarden ten
aanzien van een kritieke verhouding tussen eigen en vreemd vermogen,
kortlopend en langlopend vermogen en dergelijke kunnen vrij eenvoudig
worden ingebouwd.
De rechterleden van de voorwaarden (5.15) t/m (5.17) zijn in het voor-
gaande als exogeen bepaald opgevat. Dit nu behoeft niet altijd zo te zijn,
omdat deze rechterleden mede afhankelijk kunnen zijn van de struktuur van
het vermogen:  per slot van rekening hebben deze voorwaarden betrekking
op de solvabiliteit. De struktuur van het vermogen is echter op zijn beurt
weer afhanketijk van de beslissingen van de onderneming wat betreft Xjrt
eny,t: deze beslissingen beinvloeden immers ook de financitle gang van zaken.
Tenslotte zijn nog enige voorwaarden noodzakelijk van programma-tech-
nische aard:
Xjrt-Xjr, t-1   5  (j  -1,...,kir=to,...,t-1;   t= 0'..., N-1)
(5.18)
Xj,N-Xjr.N-1   = 0 (j  =1,..., k;  T  =  to'..., N-1) (5.19)
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Voorwaarde (5.18) heeft tot taak er voor te zorgen dat niet meer machines
van een bepaald type en tijdstip van installatie kunnen worden vervangen
dan er in feite aanwezig zijn. De grootheden xj„ - 1 die in (5.18) voorkomen,
betreffen de aantallen machines die reeds v66r het eerste beslissingstijdstip
aanwezig waren en die dus gegeven zijn. In (5.19) wordt getist dat op tijdstip
N geen beslissingen worden genomen, conform de definities van beslissings-
horizon en evaluatiehorizon.
Xjrt 2 0 (j=l'...,k; T =to'..., t; t= 0,...,N)
(5.20) 10
Y,1 2 0 (s -1--A; t= 0,..., N)
Tenslotte zijn slechts gehele aantallen machines mogelijk, dus:
X j.t geheeltallig (j -1,..., k; r -to,...,t; 1 -0,-..,N) (5.21)
5.5.  De  invioed  van  de  belasting  op  de  winst
Tot nu toe is de invloed van de belasting op de winst verwaarloosd. Om deze
invloed in het model te kunnen opnemen gaan we uit van de volgende
premissen:
a.  de belasting bedraagt  1000% van de fiscale periode-winst en wordt be-
taald onmiddellijk nadat deze laatste is vastgesteld;
b.   de fiscale winst van de periode (t- 1, t] wordt bepaaid onmiddellijk nadat
op tijdstip t de investerings- en financieringsbeslissingen zijn genomen;
c. de fiscale afschrijving op iedere machine geschiedt volgens een gegeven
methode op basis van de historische uitgaafprijs en een geschatte levens-
duur. Dit houdt in dat een eventueel vrijkomende restwaarde als bate
wordt belast;
d.  ef zijn geen fiscale faciliteiten zoals vervroegde afschrijvingen of investe-
ringsaftrek;
e. eventuele fiscale verliezen worden in mindering gebracht op de winst die
de onderneming met andere aktiviteiten behaalt, zodat in het onderhavige
model negatieve belastingen mogelijk zijn;
f. er moet ook in fiscaal opzicht rekening gehouden worden met de her-
beleggingsclausule.
Met uitzondering van het hierboven onder c. genoemde afschrijvingssysteem
zijn deze uitgangspunten nagenoeg dezelfde als in par. 6.3 van het vorige
hoofdstuk. Deze uitzondering betreft met name het laten vervallen van de
eis dat de fiscale levensduur gelijk moet zijn aan de economische. Het op-
10   XjNN en Y,N zijn tevoren per definitie gelijk aan nul gesteld.
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nemen van deze voorwaarde is bij de gekozen opzet van het model zeer
moeilijk te realiseren, aangezien het model geen optimale levensduur be-
paalt en deze variabele dan ook niet bevat, en bovendien omdat de doel-
funktie zijn lineair karakter zou verliezen zonder dat daarvoor concaviteit
in de plaats behoeft te treden. Met andere woorden, zo het model al kan
worden geformuleerd is het niet zeker dat het ook kan worden opgelost.
Nu deze eis is vervallen heeft het geen zin de fiscale levensduur als be-
slissingsvariabele op te nemen: de optimale waarde ervan staat dan reeds bij
voorbaat vast, nl. de kleinst mogelijke. Zonder verdere beperkingen betekent
dit dat de investeringsuitgaven onmiddellijk en in hun geheel ten laste van
de fiscale winst worden gebracht. Dit heeft nl. tot gevolg dat de fiscale na-
delen naar de toekomst worden verschoven, wat een gunstig effekt heeft op
de waarde van de doelfunktie. Het is evenwel niet aan te nemen dat de fiscale
autoriteiten deze procedure zullen aanvaarden. We nemen daarom aan dat
de onderneming met de fiscus tot overeenstemming is gekomen omtrent een
redelijk geachte fiscalc levensduur.
Het accepteren van een geschatte fiscale levensduur als basis voor de af-
schrijvingen impliceert echter de mogelijkheid van afwijkingen tussen deze
en de economische levensduur. Bij de evaluatie van deze afwijkingen geldt
de economische levensduur als norm, aangezien deze de tijdsduur is geduren-
de welke de desbetreffende machine daadwerkelijk in de onderneming funk-
tioneert. Het is dan ook redelijk dat gedurende deze levensduur de machine
geheel wordt afgeschreven, niet meer, maar ook niet minder. We onder-
scheiden  nu de volgende situaties:
1. de fiscale levensduur is kleiner dan de economische. Op grond van het
bovenstaande zijn de fiscale afschrijvingen na het verstrijken van de fiscale
levensduur gelijk aan nul;
2. de fiscale levensduur is groter dan de economische. Er resulteert dan een
fiscale boekwaarde op het tijdstip dat de desbetreffende machine buiten ge-
bruik gesteld wordt. Conform het uitgangspunt wordt in dat geval deze boek-
waarde ineens ten laste van de fiscale winst gebracht. Ten overvloede merken
we nog op dat deze boekwaarde nooit negatief is.
Als nu
Oj             = de geschatte levensduur van een machine van type j (j  =   1,
...k)
ft{Cj(T), Oj} = het fiscale afschrijvingsbedrag dat betrekking heeft op een
machine van type j (j =  1,..., k) die is geinstalleerd op tijd-
stip ·r (r = to,. .., t- 1), welk bedrag op tijdstip t (t = 0,
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. . ., N) in mindering wordt gebracht van de fiscale winst,
dan geldt per definitie voor iedere machine op ieder tijdstip:
t+ej
I A{Cj(T), Gj} = C.'(t)
h=r+1
f+Gj+k{Cj(1), Gj} =0 voor h>O e n (uiteraard) voor h< - r -0,
cj(T)-     I   fm{cj(T), ej}  2  0
m=rtl
De fiscale winst  over de periode  (t- 1, t] waarover op tijdstip t belasting
moet worden betaald, bestaat voor t = 0,..., N uit:
a. de exploitatie-overschotten van de afgelopen periode, plus
b. de ontvangen restwaarden van op tijdstip t buiten gebruik gestelde ma-
chines, minus
c. de fiscale afschrijvingen over de afgelopen periode, minus
d. de boekwaarde van de op tijdstip t buiten gebruik gestelde machines,
minus
e.   de op tijdstip t gemaakte financieringskosten bij het aantrekken van nieuw
vermogen, minus
f.  het rentebestanddeel van de op tijdstip t vervallende rente- en allossings-
verplichtingen.
lIn formule-vorm:
k  it-1       fl
01 -j '1  r Oxjr.:-1.10 e(1 -*)iQJ(r, t-1 +Z)dz +
1-1 t-1
+ 62(Xjr.t-1-Xjrt)Sj(T, t)-  IXJ'.1-ift{Cj(T), Oj} +
r=to r=to
t-1                     t
- I (x,&:-1 -xjrt)[c,(T)-  I  fm{Cj(T), Gj}]  +
r=to m=rt 1
1         t-1
-I (1-us)ys,-I I y„r„,  (t -0,-..,N) (5.22)
s=1 s=l r=t-es
waarin r„, het rentebestanddeel is van d„:.
De fiscale gevolgen van tijdens het plantijdvak genomen beslissingen, welke
gevolgen zich voordoen na de planhorizon, behandelen we op dezelfde wijze
als in par. 6.3 van hoofdstuk IV is gebeurd. Dit kwam er op neer dat de on-
derneming geacht werd op tijdstip N het onderhavige onderdeel te liquideren,
welk uitgangspunt diende ter benadering van de fiscale en economische gang
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van zaken na de planhorizon. Zodoende kan het te belasten bedrag worden
gedefinieerd als:
k N-1                   N
wi=  I     I  x,IN[Sj(T, N)-Cj(T) +    I   fm{cj(T), ej}] +
j=l r=to m-rtl
I N-1 ttes
-I I 62 e-('-N)ty *rs n             (5.23)
s=1 r=N-83+1 t=N+1
De doelfunktie van het model, rekening houdend met de belasting op de
winst, wordt dan  1 1:
N
max K'  = K- Xe-"01*1-e-,NOH/# (5.24)
t=0
waarin K gedefinieerd is in (5.10) en  11/t en  Wk door respectievelijk (5.22) en
(5.23) zijn bepaald.
De liquiditeitsvoorwaarden (5.12) worden nu:
I ect-:)1(Ls-gW:) 2 0     (t =0,...,N) (5.25)
Z=0
terwijl voorwaarde (5.13) moet worden vervangen door
N                k N-1
62  e(N- *)1(L, -g w, ) +   62       I  xj,N Sj(T,  N)+
Z=0 j= 1 r=to
i N-1 t+05
-63 I I    e -(1 -Nitys,d"t - 111;  2 0 (5.26)
s=1 r=N-0.+1 t=N+1
De overige voorwaarden blijven ongewijzigd.
5.6.   Afhankelijkheid
Afhanketijkheid kan zich in het onderhavige probleem op twee manieren
voordoen: er kan een technische afhankelijkheid zijn tussen de x- en/of y-
variabelen onderling ofwel de economische karakteristieken van een machine
zijn afhankelijk van de aanwezigheid van andere machines.
De eerste situatie is aanwezig als een aantal machines van al dan niet ver-
schillend type volkomen complementair is. Het eenvoudigste is dan, een der-
gelijke combinatie van machines als een eenheid te beschouwen en deze door
66n x-variabele te karakteriseren. Een technische afhankelijkheid is ook aan-
1/     Omdat   Wo de grootheden  xjr._len  y.,  (- 0. <p<0) bevat, staat  in  (5.24)   een
aantal constanten die bij de oplossing van het model buiten beschouwing kunnen blijven.
Terwille van een overzichtelijke notatie is deze vereenvoudiging hier achterwege gelaten.
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wezig indien een bepaalde machine alleen kan worden geinstalleerd als aan-
vulling op reeds aanwezige machines (uitbreidingsinvesteringen) maar niet       I
zelfstandig kan opereren. In dit geval moeten extra voorwaarden worden      i
toegevoegd die qua gedaante overeenstemmen met (5.14). Stel bijvoorbeeld
dat machine p kan worden uitgebreid met hulpapparatuur q welke laatste
alleen dan kan funktioneren als machine p aanwezig is. We nemen aan dat
Qq(r, t) en Sq(T, t) gedefinieerd kunnen worden. Als voorwaarde moet dan
worden toegevoegd:
,                                t
I xprt Z Glpq I Xqrt (t=0, . . „N)
t=fo r=to
waarin opq het maximale aantal machines van type q is waarmee een machine
van type p kan worden uitgerust. Bestaat er een constante verhouding tussen
het aantal machines en het aantal hulpapparaten, dit wil zeggen kan machine-
type p funktioneren ofwel zonder enige hulpapparatuur ofwel met een vast
aantal Grpq hulpapparaten van type q, dan is het het eenvoudigste om twee
machinetypePt  en P2 te defini6ren, waarbij type pi het oorspronkelijke type p
is zonder en type P2 het oude type p is met hulpapparatuur.
Een dergelijke technische afhankelijkheid tussen machines doet zich ook
voor als bepaalde machinetypen elkaar onderling uitsluiten, dit wil zeggen
als van een gegeven aantal typen op ieder beslissingstijdstip slechts 66n type
aanwezig mag zijn. Deze situatie doet zich onder meer voor als sprake is van
verschillende technologiedn die onderling niet kunnen worden gecombineerd.
In dit geval wordt als volgt te werk gegaan:
Stel  dat op ieder beslissingstijdstip van de typen  u, . . ., u+ v slechts  66n
type aanwezig mag zijn (weliswaar in een onbekend aantal) en dat dit de
enige afhankelijkheidsrelatie tussen de machines is. Definieer nu een getal B
met als enige beperking dat dit getal niet kleiner mag zijn dan de grootste
waarde   die   een   met de verzameling   {u,  .  .  ., u+ v} corresponderende   x-
variabele kan aannemen op grond van het door de voorwaarden (5.12) t/m
(5.20) resp. (5.25), (5.26) en (5.14) t/m (5.20) plus eventueel (5.21) bepaalde
toegelaten gebied. Definieer vervolgens een hulpvariabele zj., die correspon-
deert met alle x-variabelen waarvoor j 6 {u,..., u + v} die slechts de waarde
nul of 66n kan aannemen. Voeg dan de volgende voorwaarden toe aan het
model zoals dit in de vorige subparagrafen is beschreven:
Xjtt S zjtt# (j=U,...,Utv; T-t o. . . „t;t=0' . I ., N-1)  (5.27)
U+V  t
I I zj"= 1 (t=to,...,N-1) (5.28)
j=U t=to
zju  e  {0,1 } (j=u, ...,utv; T =to, ...,t; t= 0, ...,N-1) (5.29)
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De voorwaarden (5.27) t/m (5.29) garanderen dat per beslissingstijdstip
hoogstens 66n type van de elkaar uitsluitende typen aanwezig is, van welke
installatiedatum dit ook moge dateren. Immers op grond van (5.28) en
(5.29) is per beslissingstijdstip steeds 66n z-variabele gelijk aan 66n, de overige
hebben dan per definitie de waarde nul. Hieruit volgt, dat op dat tijdstip
alleen die x-variabele ongelijk aan nul kan (niet: moet) zijn die correspon-
deert met de z-variabele die de waarde 66n heeft. Deze x-variabele kan op
grond van (5.27) weliswaar geen grotere waarde krijgen dan B, maar dit is
geen beperkende restrictie aangezien B zo groot gekozen was dat de overige
voorwaarden met betrekking tot deze x strenger zijn. De overige x-variabelen
dienen wegens (5.27) en (5.28) kleiner dan of gelijk aan nul te zijn; tezamen
met de niet-negativiteitsrestrictie (5.20) betekent dit dat ze alle precies gelijk
aan nul worden.
Indien (5.21) niet van toepassing is, heeft het model de gedaante gekregen
van een gemengd geheeltallig lineair programmeringsprobleem. Voor derge-
lijke problemen bestaan oplossingsmethoden die echter alleen dan in een
redelijke tijd tot een optimale oplossing leiden als het aantal discrete varia-
belen niet te groot is.
De tweede afhankelijkheidssituatie deed zich voor als de economische karak-
teristieken van een machine afhankelijk zijn van de aanwezigheid van andere
machines. Bijvoorbeeld:
Qj(T, t) = Qj(T, t, Xj+ 1, re, ...,Xj+m. re)
Zelfs als deze relatie lineair is met betrekking tot de x-variabelen, dan leidt
dit tot niet-lineariteit in zowel doelfunktie als nevenvoorwaarden. Of toe-
passing van convexe programmering hier een oplossing kan bieden is niet
zonder meer te zeggen. Daartoe moeten de doelfunktie concaaf zijn en de tot
standaardvorm herleide nevenvoorwaarden convex. Indien het aantal rela-
ties als bovenstaande echter niet groot is, en er een bepaald aantal niveaus
kan worden vastgesteld waarop deze combinaties kunnen worden gereali-
seerd, dan kan ieder niveau van iedere combinatie als een nieuw machine-
type worden gedefinieerd, welke 'typen' elkaar onderling moeten uitsluiten.
Deze procedure die al gauw zeer omvangrijk kan worden, werkt dan op
dezelfde manier als hierboven is gedemonstreerd voor de elkaar uitsluitende
typen.
6. SLOTOPMERKINGEN
Nadat Albach er op gewezen had dat het probleem van de optimale econo-
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mische vervanging van duurzame produktiemiddelen geen zelfstandig pro-
bleem was, maareen onderdeel van het probleem van de optimale investerings-
planning, hebben wij op basis van zijn theorie een model ontwikkeld dat
simultaan een optimale investerings- en vervangingspolitiek mogelijk maakt.
Hierbij is steeds aangenomen dat alle relaties lineair zijn (behalve in par. 5.6)
en bovendien dat er een 66n-eenduidige relatie bestaat tussen een bepaalde
machine en zijn economische karakteristieken. Dit houdt o.m. in dat er
slechts dan produktietechniek is toegelaten. Dit is echter geen wezenlijke
beperking: door een geschikte definiEring van de variabelen is het mogelijk
om behalve het investeringsprobleem tevens het toewijzingsprobleem (van
machines aan produkten, van produkten aan markten etc.) op te lossen met
behulp van een 1.p. model dat dezelfde struktuur heeft als het hierboven
beschreven model. De omvang van het model en tevens van de benodigde
gegevens wordt echter al snel zeer groot. Van deze complicatie zien wij daarom
af en verwijzen naar [59], blz. 94 e.v. waar het principe van de gecombineerde
investerings- en toewijzingsplanning wordt uiteengezet.
Hoewel het voorgaande betoog is opgezet vanuit een zuiver theoretisch
standpunt, kan wellicht de indruk zijn gewekt dat de praktische toepassing
van een lineair-programmeringsmodel alleen afhankelijk is van de beschik-
baarheid van de gegevens. Dit nu is allerminst het geval. Wij willen in dit
verband gaarne C. Edge citeren waar hij als voornaamste faktoren voor het
slagen van een analyse met behulp van lineaire programmering noemt ([23],
blz. 191):
'1. The leadership and support of a senior executive who has the authority
to act on the results from the operations as a whole. Often linear pro-
grams, which cut across divisional boundaries, give rise to political reper-
cussions or power plays.
2.  A thorough understanding of the operation by the analyst concerned.
3.  The ability to generate the essential information for incorporation in the
model. This may be more refined than standard cost accounting data and
may difficult and costly to obtain. Moreover, it should have the blessing
of the line manager concerned before it is used. (This endorsement  is,  in
my opinion, essential before the LP is optimized so that if the results are
unexpected - as they sometimes are - it cannot be blamed on faulty input-
information).
4. A capable model designer. There is much expertise in designing matrices
which reflect the actual situation realistically and practically, and which
are solved efficiently inside the computer.
5.  The ability to interpret the computer print-outs and highlight the signifi-
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cant findings in a format easily understandable by management, and in a
way which facilitates action on the results.
6. The ability to use the marginal economic data so as to formulate addi-
tional questions which should be examined.
7.  Finally, a mathematical model will never fully reflect all aspects of a real
life situation. A manager will therefore often have to modify the results
of the linear program to reflect additional factors from a management
viewpoint'.
Uiteraard blijft de voornaamste faktor de beschikbaarheid van de gegevens:
'The model is only as good as the raw material to which it is applied'  ( [45],
blz. 5).
VI
De benadering met lineaire
programmering,  geconfronteerd  met
de andere benaderingen
1. INLEIDING
De modellen die in de voorgaande hoofdstukken zijn behandeld, zijn ieder
voor zich onderworpen aan voor het desbetreffende model kenmerkende
veronderstellingen. Bij de presentatie van deze modellen is getracht om zo
veel mogelijk te werk te gaan volgens de afnemende abstractie, waarbij het
echter niet steeds even eenvoudig was om de zwaarte van de verschillende
veronderstellingen tegen elkaar af te wegen.  Een en ander zou dus betekenen
dat het model van paragraaf 5 van hoofdstuk V (in het vervolg kortweg aan-
geduid als het 1.p. model) de minst stringente veronderstellingen kent van
alle ten tonele gevoerde modellen. Maar als dit zo is, dan zou het mogelijk
moeten zijn het 1.p. model na het toevoegen van de nodige veronderstellingen
te gebruiken als weergave van de situaties die door de andere modellen wor-
den beschreven, zonder het karakter van het 1.p.-model aan te tasten. In dit
hoofdstuk zullen wij daartoe een poging doen.
Wellicht ten overvloede wijzen wij erop, dat het hier gaat om de vraag of
de struktuur van het 1.p.-model inderdaad zo algemeen is dat deze de andere
modelformuleringen insluit, en dat het dus niet gaat om een vergelijking van
de resultaten die de diverse modellen te zien geven. De laatste zijn alleen in
een concrete situatie vergelijkbaar; een poging tot vergelijking van uitkom-
sten zal worden ondernomen in hoofdstuk VII.
Bij de formulering van de verschillende modellen in de vorm van het l.p.-
model is niet gestreefd naar efficiency, in die zin dat eventueel mogelijke
redukties van het 1.p.-model zijn achterwege gelaten. Dit is met name ge-
beurd om de vorm van het 1.p. model, zoals dit in hoofdstuk V is geformu-
leerd, zo veel mogelijk te handhaven.
Als uitgangspunt nemen we het 1.p. model zoals dit in de paragrafen 5.1
t/m 5.4 van hoofdstuk V is weergegeven. Dit model gaat uit van een eindig
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aantal equidistante tijdstippen, waarmee telkens een aantal beslissingsvaria-
belen correspondeert. Dit uitgangspunt is dan ook essentieel. In hoofdstuk
III daarentegen was het aantal beslissingstijdstippen, gedefinieerd als het tijd-
stip waarop een keuze tussen al of niet vervangen kan worden gedaan, in
principe oneindig groot, daar de tijd als continue grootheid werd opgevat,
behalve in het model van Terborgh. Het accepteren van equidistante, dus
discrete beslissingstijdstippen in deze modellen is echter mogelijk, zonder de' karaktertrekken ervan wezenlijk geweld aan te doen. In dit geval gelden de
uitkomsten die in hoofdstuk III zijn afgeleid, natuurlijk slechts bij benade-
ring.
De modellen die in de hoofdstukken III en IV zijn besproken, hebben alle
gemeen, dat er geen eisen worden opgelegd met betrekking tot financiering en
liquiditeit. Bij de confrontatie van het 1.p.-model met deze modellen kunnen
de gedeelten die hierop betrekking hebben in het 1.p. model dus zonder
meer achterwege blijven. Anderzijds zullen vaak voorwaarden moeten wor-
den toegevoegd om recht te doen aan de benodigde extra veronderstellingen.
Wij willen de confrontatie beperken tot de voornaamste modellen van de
hoofdstukken III en IV, omdat de in deze hoofdstukken besproken varianten
voor de confrontatie niet essentieel zijn. De aan de orde te stellen modellen
zijn:
- het model van 66n machine zonder verdere opvolgers (par. 2)
-  het model van de eindige keten van al of niet identieke machines (par. 3)
- het model van de oneindige keten identieke machines en het model van
Terborgh (par. 4)
- het dynamische-programmeringsmodel van de niet-identieke vervanging
met eindige planhorizon (par. 5)
- het vorige model met alternatieve vervangingsmogelijkheid (par. 6).
Zoals zal blijken is de mate van overeenstemming tussen het aangepaste
1.p.-model en het oorspronkelijke model niet steeds even groot. Dit wordt
veroorzaakt door het feit dat de uitgangspunten van sommige oorspronke-
lijke modellen soms dermate verschillen van die van het 1.p.-model dat aan-
passing van het laatste niet meer dan benaderend is.
2. HET MODEL VAN 66N MACHINE ZONDER OPVOLGERS
In deze paragraaf wordt de discrete versie van het model van 66n machine
zonder verdere opvolgers aan de orde gesteld, welk geval is besproken in
paragraaf 3 van hoofdstuk III, maar dan met een continu tijdsbegrip.
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In het onderhavige geval dienen in de eerste plaats in het 1.p. model de
volgende gegevens te worden ingevoerd:
a.k=1
b to = 0,
Op grond hiervan kan in de doelfunktie (5.10) de sommering over j achter-
wege blijven. Bovendien is slechts sprake van 66n machine die op tijdstip 0
wordt geInstalleerd, zodat de sommering over ·r eveneens kan vervallen. De
beslissingsvariabelen hebben dus slechts 66n variabele index, die nl. betrek-
king heeft op het beslissingstijdstip. Omdat voorts in de doelfunktie alleen de
waarde van Cl (0) is gespecificeerd en gegeven is dat op tijdstip 0 66n machine
wordt gernstalleerd, treedt de term xioo    Cl (0) in de doelfunktie op als een
constante en kan dus worden weggelaten.
Een kleine modificatie van de doelfunktie is noodzakelijk betreffende de
restwaarde. In het 1.p.-model wordt verondersteld dat tegelijk met de eerste
investeringsuitgave de restwaarde van de voorganger wordt ontvangen.
Omdat dit in de modellen van hoofdstuk III pas aan het einde van iedere
levensduur gebeurt, moeten de indices t van de termen die corresponderen
met een restwaarde, met 66n worden verhoogd, waarbij tevens rekening
gehouden moet worden met het 66n periode later ontvangen van deze
restwaarden.
De aldus aangepaste doelfunktie van het 1.p.-model luidt nu:
N-1   1     1
K = I e-"  xto,Joe-'W(21(0, ttw)dw -1-(xtor-xio.,+1)e-'St(0, t-1-1)  4-r=0
+e-INXiONS,(0, N) (6.1)
De voorwaarden die moeten worden opgelegd, zijn:
X100 = 1 (6.2)
Xtor-XiO.:+1   (t = 0,..., N-1) (6.3)
x 101 2 0 en geheeltallig     (t = 0,. .., N) (6.4)
Ad (6.2): de keten moet op tijdstip 0 beginnen. Deze voorwaarde correspon-
deert met (5.14).
Voorwaarde (6.3) en (6.4) zijn identiek met (5.18), (5.20) en (5.21).
Het is wel zaak de planhorizon N voldoende groot te kiezen. Mocht blijken
dat in de oplossing van bovenstaand model de variabele xt ON de waarde 66n
heeft, dan is de optimale levensduur groter dan of gelijk aan N. Voor een
eenduidige uitkomst moet dan een grotere waarde voor N worden gekozen.
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3. HET MODEL VAN DE EINDIGE KETEN VAN AL OF NIET IDENTIEKE MACHINES
Teneinde het effekt van de lengte van een keten machines op de afzonderlijke
levensduren te kunnen demonstreren is in paragraaf 4 van hoofdstuk III
uitgegaan van een keten van identieke machines. Zoals aan het einde van
genoemde paragraaf is gezegd, is het echter geen absolute eis dat de machines
identiek zijn. In het navolgende zullen we dan ook het geval van de identieke
machines als een bijzonder geval beschouwen en uitgaan van een eindige
keten van niet noodzakelijk identieke machines. We nemen aan dat deze
keten bestaat uit n schakels.
Evenals in de vorige paragraaf geldt voor het 1.p.-model:
a.k=l e n t o=0
b.  de indices t van de termen die corresponderen met een restwaarde moeten
met 66n worden verhoogd en de bijbehorende discontofaktor moet wor-
den aangepast.
In de doelfunktie kan de sommatie over T nu echter niet worden weggelaten,
omdat de tijdstippen r de afzonderlijke schakels van de keten markeren. Over
het gehele plantijdvak gezien zijn er machines aanwezig van verschillende
installatiedatum. Evenmin kunnen de termen die met een investeringsuitgave
corresponderen, worden geschrapt.
Het 1.p. model heeft nu de volgende gedaante:
maximaliseer
3-1     1     21
K = I e-it   I xiT,    e-i'.Qi(T, t+w)dw-xi„Cl(t)+t..0 r=0 JO
1 3-1
+I (Xlrt-X lr,ttl )e-'St(T, ttl)  +e-iN I xtrNS(r, N) (6.5)r=O r=O
onder de voorwaarden
X100 = 1 (6.6)
N-1
  X l,t = n (6.7)
t=0
X 1 N N =  (6.8)
  xin S l     (t = 0,...,N) (6.9)
T-0
r      ttl
Ixin-I Xtr,,+12 0 (t  =  0,...,  N- 1) (6.10)
'=0 r=0
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Xlrt-Xlt':+1 2 0 (r= 0,...,tit -0,...,N-1) (6.11)
X 1"   2   0 en geheeltallig     (t = 0,..., t; t = 0,..., N) (6.12)
Ad (6.6): deze voorwaarde zorgt ervoor dat de keten inderdaad OP t=0
begint.
Ad (6.7): de keten moet uit precies n schakels bestaan, dus er moet n maal
een investeringsuitgave worden gedaan.
Ad (6.9):  aangezien het een enkelvoudige keten betreft, mag op ieder tijd-
stip hoogstens 66n machine tegelijk aanwezig zijn. De mogelijk-
heid dat de keten eerder dan op tijdstip N eindigt, moet echter
open blijven, vandaar dat niet het = -teken maar het 6 -teken is
gebruikt.
Ad  (6.10): de keten mag wel voor tijdstip N eindigen, maar mag geen onder-
brekingen vertonen.
Ad (6.11): dit is dezelfde voorwaarde als (6.10) maar nu voor individuele
machines.
Al deze voorwaarden zijn terug te vinden in het oorspronkelijke 1.p.-model
van hoofdstuk V. De restricties (6.6), (6.7), (6.9) en (6.10) corresponderen
met de voorwaardencategorie (5.14), de overige kunnen rechtstreeks worden
teruggevonden.
Ook hier is de keuze van de waarde van N belangrijk. Is het plantijdvak te
kort, dan heeft dit niet alleen repercussies voor de levensduur van de laatste
schakel, maar tevens voor de levensduur van alle voorafgaande machines.
Dat een gekozen waarde van N te klein is, blijkt hieruit, dat in de oplossing
van het model de levensduur van de laatste machine in de keten eindigt op of
na N (deze twee situaties kunnen in de oplossing niet van elkaar worden on-
derscheiden), dus in de oplossing komt een variabele XkN voor met de
waarde 66n. De invloed van de bijdrage van de laatste schakel tot de kapi-
taalwaarde kan in dat geval zijn onderschat; deze bijdrage oefent door de
werking van de disconteringsfaktor immers invloed uit op de levensduur
van alle schakels in de keten.
Het model van de eindige niet-identieke keten, zoals dit summier werd aan-
geduid aan het einde van paragraaf 4 van hoofdstuk III, vertoonde echter
enige andere karaktertrekken dan het hierboven weergegeven model. in het
oorspronkelijke model van hoofdstuk III  gold  nl.:
- het exploitatie-overschot en de restwaarde waren alleen afhankelijk van de
leeftijd en van het rangnummer van de machine in de keten;
- de investeringsuitgave was alleen een funktie van het rangnummer en niet
van de tijd;
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- de volgorde van de machines in de keten was gegeven.
Teneinde deze situatie in het 1.p. model te kunnen weergeven defini6ren we
de opeenvolgende schakels van de keten als afzonderlijke typen. Een en an-
der geeft aan het 1.p.-model de volgende vorm:
Maximaliseer:
N-1 En  it      rl
K = I e-" 1 I { I xjr, 1 e-'WQj(t-Ttw)dw-xj,:Cit
r=0 Lj=l <1=0  JO
1 n 3-1
+  62(xjn- xjr.,+1)e-ISJ(ttl-·r)     te-INI     I xj,N Sj(N-·r)  (6.13)
T=0 J=l T=O
onder de voorwaarden
Xloo = 1 (6.14)
n N-1
I Exj„=n (6.15)
j= 1  1-0
XjNN = 0 (j = 1, . . ., n)                                                 (6.16)
I   E xj" 5 1      (t = O,...,N) (6.17)
j=l 1=0
I xju 5 1     (j - 1,- .., n S t - 0,..., N) (6.18)
.=0
v t t+l
I [ I xjrt- Exjr.,+11 2 0 (v  -  1, . . „n;  1  -0'..., N-1) (6.19)
j=l r=O T=0
Xj,t-xjr.,+1 2 0     (j= 1,...,n; T =O,..., t; t= 0,..., N-1) (6.20)
X1" 2 0 en geheeitallig (j -1,..., n; T -0,...,tit -0,...,N)
(6.21)
Ad  (6.14): de keten begint op tijdstip 0 met een nieuw exemplaar van type 1.
Ad (6.15): de keten moet uit n schakels bestaan.
Ad (6.17): op ieder tijdstip mag in totaal niet meer dan 66n machine aan-
wezig zijn.
Ad (6.18): ieder type mag niet meer dan 66n maal voorkomen. Tezamen met
voorwaarde (6.15) betekent dit dat van ieder type precies 66n
maal een nieuw exemplaar in gebruik wordt genomen.
Ad (6.19): voor v=n staat hier dat zich geen onderbrekingen in de keten
voordoen. De partiele sommering over j heeft ten doel de ma-
chines in de juiste volgorde te doen verschijnen.
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De overige voorwaarden spreken voor zichzelf. Ook hier geldt dat de plan-
horizon zodanig moet worden gekozen dat alle Xj,N in de oplossing de waarde
nul krijgen.
Heeft men te maken met een eindige keten van identieke machines dan kan
het 1.p.-model eveneens dienst doen en wel in de vorm van (6.5) t/m (6.12).
De enige veranderingen die deze situatie vereist, worden gevormd door het
schrijven van de funkties Q en S als funkties van de leeftijd en het vervangen
van Cl(t) door C.
4. HET MODEL VAN DE ONEINDIGE IDENTIEKE KETEN EN HET MODEL VAN
TERBORGH
Omdat het 1.p.-model van hoofdstuk V par. 5 een eindige planhorizon kent,
is het niet mogelijk dit model toe te passen in de situatie van de oneindige
keten van identieke machines, dat beschreven is in hoofdstuk III par. 5 resp.
hoofdstuk IV par. 3. Zou men dit laatste probleem formuleren in de vorm
van een 1.p.-model, dan zijn immers oneindig veel beslissingstijdstippen ver-
eist, zodat het model een onbegrensde omvang krijgt en dus niet kan worden
opgelost. Wel is het mogelijk het model met een eindige planhorizon te
gebruiken om een oplossing van het hier aan de orde gestelde probleem te
benaderen.
Deze benadering verloopt als volgt: kies willekeurige, maar niet te kleine
waarden voor n en N. Formuleer vervolgens het 1.p.-model in de vorm van
een eindige keten van identieke machines, zoals dit in de vorige paragraaf is
aangegeven en los dit model op. Corrigeer zo nodig de waarde van N en los
het model opnieuw op. Vervolgens neemt men een grotere waarde voor n
en tevens een grotere waarde voor N en wordt het model (na eventuele cor-
rectie van de waarde van N) opnieuw opgelost. Als gevolg van de werking
van de disconteringsfaktor heeft het verlengen van het plantijdvak en van de
keten slechts een geringe invloed op de eerste beslissingen. Als het alleen gaat
om een optimale beslissing op tijdstip 1 (de beslissing op t=O i s immers
gegeven: x100  =  1) en blijkt dat na het uitvoeren van de bovengenoemde
procedure de waarde voor xi 01 in de oplossing onveranderd is gebleven, dan
kan men deze procedure als beeindigd beschouwen. Is dit niet het geval dan
kiest men wederom grotere waarden voor n en N en herhaalt men de proce-
dure net zo lang tot de waarde van x101 in de oplossing niet meer verandert.
Gaat het niet alleen om de bepaling van de optimale beslissing op t = 1,
maar wil men de optimale levensduur kennen van de eerste machine in de
De oneindige keten en Terborgh 121
keten,  dan  moet  men de procedure herhalen totdat alle waarden van  xio,
(t = 0,..., N) stabiel geworden zijn.
Het 1.p.-model is evenmin zonder meer geschikt om de situatie weer te
geven zoals Terborgh deze in zijn model schetst. Centraal in de benadering
van Terborgh staat de vergelijking van twee adverse minima, welke laatste
grootheden worden bepaald door het minimaliseren van niet-lineaire funk-
ties, nl. annuiteiten. Op grond hiervan kan de 1.p.-benadering hier geen dienst
doen.
Wel kan met behulp van het 1.p.-model wederom een benadering worden
verkregen. Zoals in hoofdstuk III is uiteengezet, komt het er bij Terborgh
uiteindelijk op neer dat de kapitaalwaarden van twee oneindig lange ketens
met elkaar worden vergeleken. De ene keten begint met de verdediger en
wordt voortgezet met uitdagers die alle een even groot adverse minimum
hebben, de andere keten bestaat uitsluitend uit deze uitdagers. Rekentech-
nisch kan men de gelijkheid van de adverse minima bewerkstelligen door
aan te nemen dat de uitdagers niet alleen economisch maar in alle opzichten
identiek zijn.
De eerste stap van de procedure bestaat in het berekenen van de kapitaal-
waarde van de oneindig lange keten uitdagers, dus van een oneindig lange
keten identieke machines. Dit kan rechtstreeks gebeuren volgens het model
van hoofdstuk III par. 5, ofwel volgens de hierboven weergegeven benade-
ringsprocedure, die dan weI zo lang moet worden volgehouden, dat de opti-
male waarde van de doelfunktie stabiel geworden is. Stel dat de optimale
kapitaalwaarde van deze keten gelijk is aan K2. In de tweede stap wordt ge-
bruik gemaakt van het 1.p.-model, dat ongeveer dezelfde vorm heeft als in
par. 2 van dit hoofdstuk: alleen de verdediger komt er in voor, met dien
verstande dat de beslissing op t=0 niet gegeven is en in verband hiermee de
restwaarde-termen de oorspronkelijke gedaante houden. De restwaarde wordt
bovendien verhoogd met het bedrag K2 dat als het ware wordt ontvangen
zodra de verdediger wordt vervangen. Het model luidt dan als volgt:
maximaliseer:
N-1   r    rl
K=
S e-"  xlto, 1 e-i-(21(to, t+w)dw+t=0 00
+ (X 14,2-1 -xii°,){St(to, t)+K2} te-,Nx18,3-1 S(to, N)
onder de voorwaarden:
X120'-1  =  1
Xltot 61 (t= 0,-..,N-1)
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Xltot-Xtto,1-1 S 0 (t=  0,-..,  N -1)
Xi'ot 2 0 en geheeltallig     (t = 01'..., N-1)
waarbij gegeven is dat to < 0.
De planhorizon moet zodanig groot zijn, dat in de oplossing geldt dat
X1'o'N- 1  =  0, dus dat inderdaad vervanging plaats vindt. Omdat de oplos-
sing van het bovenstaande model is gebaseerd op de veronderstelling dat de
uitdager op t=0 dezelfde eigenschappen heeft als latere uitdagers, is alleen
de  oplossing voor  xltoo  relevant.  Dit is conform het oorspronketijke model
van Terborgh, waarin de uitkomsten voor latere beslissingstijdstippen even-
eens van zeer ondergeschikte betekenis waren.
5.  HET DYNAMISCHE-PROGRAMMERINGSMODEL VAN DE NIET-IDENTIEKE
VERVANGING MET EINDIGE PLANHORIZON
De benadering met behulp van dynamische programmering is vrij eenvoudig
te transformeren tot een benadering met lineaire programmering. In het
onderhavige geval van de niet identieke vervanging met eindige planhorizon
definiEren we de elkaar opvolgende machines als behorende tot 66n type.
Het 1.p.-model heeft dan de volgende vorm:
maximaliseer:
N-1     1    rl
K=
I e-t:   I xirt 1   e-'*(21(T, t +w)dw-xl"Cl(t)-1-:=0 t i to             J  0
3-1
-1. ' t(Xlr.,-1 -Xlrt)St(T, t)  -  e-iN I Xls.N-1 St(T, A ) (6.22)r=to rito
onder de voorwaarden:
-1
22 Xlr,-1  = 1 (6.23)
r=to
X 1NN =  (6.24)
i xi. 6 1 (t -0, . . „N) (6.25)
r=to
t      :+1
Ixirt-Ixtri:+1 2 0 (t =0,..., N-1) (6.26)t.,O r-to
Xist-Xlt.:+1 2& 0     (T = t o, . . . ,t;t=0,..., N- 1) (6.27)
x1+ 2 0 en geheeltallig           (3   -  to,...,lit  -  0,..., N) (6.28)
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Ad (6.23): er is 66n oude machine aanwezig voordat de analyse begint.
Ad (6.25): er mag hoogstens 66n machine tegelijk aanwezig zijn.
Ad (6.26): iedere machine sluit onmiddellijk aan bij zijn voorganger. Indien
onderbrekingen in de keten zijn toegestaan, zoals in het model
van hoofdstuk IV par. 6.2, dan vervalt deze voorwaarde. Voorts
is gegeven dat to < 0.
6. HET DYNAMISCHE-PROGRAMMERINGSMODEL VAN DE NIET-IDENTIEKE
VERVANGING MET EINDIGE PLANHORIZON EN ALTERNATIEVE
VERVANGINGSMOGELIJKHEID
Indien men de alternatieve vervangingsmogelijkheid introduceert in het
model van par. 5, dan ontstaat een 1.p.-model dat vrijwel alleen voor wat
liquiditeits- en financieringsvoorwaarden betreft, afwijkt van het 1.p.-model
van hoofdstuk V. Het model wordt:
maximaliseer:
N-1 r k  (t     rt
K= I  e-itlilI  xjrt  |   e-'*Qj(·r, t+w)dw-xj„Cj(t) +
t=0 L-j =l    (r=t o            J  O
1-1                 3       k 3-1
+ S (xjr,t-1 -xj:,)Sj(t, t)   te-INS   Ixj,IN-1 Sj(T, N)
r=to j= 1 r=to
onder de voorwaarden:
k  -1
I     I Xji.-1  =  1
j= 1 t=to
XjNN -0     (j = 1,...,k)
kt
I  I xj" 6 1     (t= 0,...,N)
j=l r=to
k t £+1
I [ I xj#- Exj'.,+11 2 0 (t -0,..., N-1)
j-1 t=O r-0
Xjrt - Xjr,,+1    (j  =   1,..„ k;  T  =  to,..„tit  = 0'..., N-1)
x ju   0 en geheeltallig (j  -1,...,k;  T  -to,...,t;   t=  0,...,  N)
waarin de vierde voorwaarde, die onderbrekingen in de keten machines niet
toestaat, eventueel kan vervallen.
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7. SLOTOPMERKINGEN
Uit het voorgaande moge blijken dat de in hoofdstuk III en IV besproken
modellen, zij het na enige minder belangrijke aanvullingen, als een 1.p.-
model kunnen worden geformuleerd, dat dezelfde struktuur heeft als het
1.p.-model van hoofdstuk V. Of omgekeerd, dat het l.p.-model door het toe-
voegen en/of weglaten van voorwaarden zo kon worden getransformeerd,
dat het de situaties beschreef die in de hoofdstukken III en IV aan de orde
waren gesteld, hoewel in sommige gevallen deze situatiebeschrijving enigs-
zins benaderend was. Hiermee is het in par. 1 van dit hoofdstuk gestelde doel
bereikt.
Met het voorgaande hebben wij niet willen stellen dat het 1.p.-model altijd
de meest effici6nte benadering van de problematiek zou bieden. Alhoewel de
hierboven beschreven versies van het model soms kunnen worden geredu-
ceerd, blijft het oplossen ervan een tamelijk moeizame kwestie doordat
steeds de eis van geheeltalligheid werd gesteld. Wel moge uit het voorgaande
duidelijk geworden zijn dat de benadering met lineaire programmering de
mogelijkheid biedt om ook complexe situaties in 66n model weer te geven:
het is bijvoorbeeld zonder meer mogelijk om in 66n 1.p.-model een situatie
te beschrijven waarin voor een bepaald deel van het bedrijf de veronder-
stellingen van een eindige al of niet identieke keten actueel zijn en voor het
overige gedeelte andere veronderstellingen gelden.
VII
Vergelijking van de verschillende
benaderingen aan de hand
van een rekenvoorbeeld
1. INLEIDING
Nadat in de hoofdstukken III, IV en V de verschillende modellen met be-
trekking tot de vervanging van duurzame produktiemiddelen waren be-
handeld, is in hoofdstuk VI een poging gedaan deze modellen terug te bren-
gen tot 66n grondvorm, de 1.p. benadering. Deze herleiding had vooral tot
doel aan te tonen, dat de formulering van de modellen in de volgorde waarin
zij werden gepresenteerd, min of meer langs de weg van de afnemende ab-
stractie plaats vond. Hierbij bleven overeenkomsten en verschillen tussen de
verschillende benaderingen ten aanzien van de concrete resultaten buiten
beschouwing. Conclusies omtrent dergelijke overeenkomsten en verschillen
kunnen trouwens niet worden getrokken op grond van de modellen zelf,
daar deze modellen ieder voor zich onderworpen zijn aan specifieke veron-
derstellingen. In dit hoofdstuk nu zullen wij aan de hand van een reken-
voorbeeld de resultaten, bereikt bij toepassing van de verschillende modellen,
aan een nader onderzoek onderwerpen. Vanzelfsprekend heeft het verge-
lijken van de eigenschappen van deze modellen aan de hand van een reken-
voorbeeld niet meer dan illustratieve waarde: of geconstateerde overeen-
komsten en verschillen algemene geldigheid bezitten kan niet worden vast-
gesteld, daar deze in hoge mate afhankelijk zijn van de concrete gegevens.
Niettemin hopen wij dat het navolgende het inzicht in de verschillende mo-
dellen kan verhelderen.
In het navolgende rekenvoorbeeld zullen niet alle behandelde modellen de
revue passeren; sommige van deze modellen kunnen worden beschouwd als
varianten, of als fasen in het betoog. Andere zijn niet of slechts uiterst ge-
kunsteld in te passen in een concreet kader waarin ook de overige modellen
moeten passen. Deze laatste categorie betreft met name de modellen van de
eindige al dan niet identieke ketens van machines, die door hun afwijkend
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uitgangspunt, het gegeven aantal schakels in de keten van machines, niet
toepasbaar zijn in een situatie waarin een tijdsinterval, het plantijdvak, het
uitgangspunt vormt. De volgende modellen komen aan de orde:
a. het model van 66n machine zonder verdere opvolgers (beschreven in
hoofdstuk III, par. 3);
b. het model van de oneindige keten van identieke machines (hoofdstuk III,
par. 5);
c. het model van Terborgh (hoofdstuk III, par. 7);
d. het dynamische-programmeringsmodel van de niet-identieke vervanging
bij eindige planhorizon (hoofdstuk IV, par. 4);
e. het lineaire-programmeringsmodel (hoofdstuk V, par. 5).
De eerste vier modellen zijn zuivere vervangingsmodellen; er zijn in de
onderneming nooit meer machines aanwezig dan op het tijdstip waarop de
keten van machines aanvangt.
2. DE GEGEVENS
Een onderneming kent een plantijdvak van 10 even lange perioden, be-
grensd door de tijdstippen 0 en 10. Beslissingen omtrent vervangen, investe-
ren e.d. worden alleen op de tijdstippen 0,1,2, enz. genomen; de laatste
beslissing in het onderhavige plantijdvak valt op tijdstip 9. Op tijdstip 0, dat
geidentificeerd kan worden met 'nu', zijn twee machines aanwezig van type 1
en drie machines van type 2, die zijn geinstalleerd op de tijdstippen  - 2 resp.
- 1.  Type  1 wordt gedurende het gehele plantijdvak  op de markt  voor  in-
vesteringsgoederen aangeboden, type 2 is verkrijgbaar uiterlijk tot op tijd-
stip 5. Er zijn voorts twee andere typen die voor de onderneming bruikbaar
zijn, te weten de typen 3 en 4, waarvan de onderneming tot dusverre echter
geen exemplaren bezit. Type 3 wordt aangeboden gedurende het gehele plan-
tijdvak, type 4 gedurende de periode begrensd door de tijdstippen 4 en 10.
Nadere gegevens omtrent de exploitatie-overschotten, de restwaarden en de
initiBle investeringsuitgaven zijn samengevat in de volgende tabellen. Alle
gegevens in deze tabellen luiden in geldseenheden. Verondersteld is dat de
exploitatie-overschotten vrijkomen aan het einde van iedere planperiode en
dat ontvangsten uit hoofde van restwaarde en uitgaven terzake van aan-
schaffing plaats vinden aan het begin van iedere planperiode. De calculato-
rische rentevoet bedraagt   10 %.
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De exploitatie-overschotten van een machine van type k Qi (T, t).
»«» -lot 2 3 4 5 678910
-2     60 50 40 25 20 15 10 0 -5 -10 -15 -20
0                   80  70  65   60   55   50   30   25   20   15
1                        85  70   60   50   45   30   30   20   15
2                            90   80   70   60   50   40   30   20
3 100 100 100 100   95   95   90
4 110 105 100   95   85   80
5 115 110 100  95   90
6 120 100   95   90
7 130 125 120
8 150 140
9                                                              160
De  restwaarden  van  een  machine  van  type   1'.  S 1(T,  t)  en  de   investeringsuitgaven  daarvan:
Ct (T).
S»t»   -1     0 1 456
7 8 9 10 (1 (T)
-2  115 100 90 70 40 20 10 0 0 0 0 0   140
0 135 120 100   90   80   70   65   60   55   50   180
1 150 135 120   90   70   45   35   30   25   200
2 200 170 160 150 130 110   95   85   240
3                               230  220  220  215  215  210 210 250
4                                    240  220 200 170 140 100 300
5                                         270  265  260  255 252 320
6                                              280 220 170 130 350
7                                                   320  310 280 400
8 380 350 425
9 390 450
De exploitatie-overschotten van een machine van type 2'. Ql<t, t).
»« 0 1 2 3 4 5678910
-1     65 60 55 52 45 41 38 30 10 0 -5
0                67   62   55   48   45   40   40   20   10    8
1                      75   60   55   48   45   42   30   25   20
2                           80   67   65   55   50   48   46   42
3                                  80   75   70   68   62   57   50
4                                     80   70   60   50   40   30
5                                          80   65   45   30   25
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De restwaarden van een machine van type 2.' Sltz,t) ende investeringsuitgauendaarvan: C2(T)·
»»t» O 1 2 3 45678 9 10 (2(T)
-1 140 130 120 115 110   80   60  25  10   0 0 154
0 135 125 120 115 105 75  40 20 10 0 150
1 135 125 118 105 80  45  30  15 5 156
2 130 120 115   95  50  45  25  10      156
3 125 122 120  70  65  35  15      195
4 130 125  75  70  45  20      150
5                                      115  85  80  55  30      144
De exploitatie-overschotten van een machine van type 3.  Q3(3, t).
2345678 9   10
0         110    90    88    87    60    50    45    32    28    15
1 120 105 100    85    70    55    50    48    45
2 149 140 130    60    40    20     5     0
3 180 172 170 166 160 155    60
4 190 140 120    95    75    60
5 190 160 140 100   80
6 195 190 180 175
7 196 185 140
8 196 180
9                                                                200
De restwaarden van een machine van type 3.  S (t, t) en de investeringsuitgaveli daarvan
C3(T).
»«1 1 234 5 6 7 8 9 10 (30')
0         300 240 140 105 102 100   95   90   80   60      373
1 257 110   95   90   85   80   75   70   50      342
2 180 137 100   97   95   90   60   60      365
3                       480  435 433 340 330 325 310 600
4                            405  390  365  360  347 320 469
5                                 420  409  400 390 350 484
6                                      499  450 440 309 580
7                                            500 473 380 550
8 420 400 544
9 490 628
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De exploitatie-overschotten van een machine van type 4: Q*(T, t).
-  t
·r--  5  6  7  8  9  10
4           80    70    60    50    40    30
5                 95    92    88    75    68
6                       96    82    74    65
7                            100    92    85
8                                100   90
9                                        103
De restwaarden van een machine Dan type 4: S,(T, t) en de int,esteringsuitgaven daarvan:
C#(·r).
»»S» 567 8      9 10 c*(r 
4           100     90     88     85     80     75         205
5 150 133 125 100     90         222
6 145 140 120 110 162
7 175 140 115 190
8 150 120 190
9 150 190
De bovenstaande gegevens volstaan voor de toepassing van de zuivere ver-
vangingsmodellen, in par. 1 van dit hoofdstuk aangeduid als de modellen
a t/m d. Voor de toepassing van het lineaire-programmeringsmodel zijn ech-
ter aanvullende gegevens nodig die met name op de financiering betrekking
hebben.
Voor de financiering van de investeringsaktiviteiten beschikt de onder-
neming in principe over vier bronnen, te weten:
a.  een op tijdstip 0 (dit wil zeggen onmiddellijk voordat de eerste beslissing
wordt genomen) aanwezig bedrag. Dit bedrag is in hoofdstuk V aange-
duid als bo; voorlopig wordt aangenomen dat dit bedrag gelijk is aan nul;
b.  de voor iedere periode elders vanuit de onderneming beschikbaar gestelde
bedragen, in termen van hoofdstuk V aangeduid als b, (t = 1,.. ; 9).
Ook hiervan nemen we voorlopig aan dat deze bedragen gelijk aan nul
zun;
c. de mogelijkheid tot het afsluiten van een lening op ieder beslissingstijd-
stip tot een maximum van 80 geldseenheden per keer. Deze lening heeft
een looptijd van 5 perioden en wordt afgelost op basis van een 8 % annui-
teit. De eerste annuiteit vervalt lan periode later dan het tijdstip waarop
de lening wordt aangegaan. Aan het opnemen van deze lening zijn verder
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geen kosten verbonden. In termen van hoofdstuk V wil dit zeggen dat
Ul   =   1   en  d, th  =  0,25045646  voor  h  =t+1, . . . ,t+5.
d. de mogelijkheid tot het opnemen van een kortlopend krediet tot een
maximum bedrag van 50 geldseenheden per keer. De looptijd bedraagt
66n periode en de rente is 12 %. Ook aan deze lening zijn geen kosten
verbonden. In symbolen: u2 = 1 en d2 t, t+1 = 1,12.
Op tijdstip 0 zijn geen verplichtingen meer aanwezig die voortvloeien uit
eerder aangegane financieringen. Voorts is gegeven dat geabstraheerd kan
worden van belasting op de winst terwijl er evenmin afhankelijkheden be-
staan tussen de verschillende typen machines. Tenslotte worden geen fysieke
of andere beperkingen opgelegd aan het aantal machines dat op een bepaald
tijdstip aanwezig mag zijn (vergelijk voorwaarde (5.14)).
Gevraagd wordt de optimale beslissing te bepalen voor t = 0: moeten de
aanwezige machines worden vervangen of niet? Moet op dit tijdstip in type 3
worden geInvesteerd of niet?
3. ENIGE OPMERKINGEN OMTRENT HET TOEPASSEN VAN DE VERSCHILLENDE
MODELLEN IN DE CONCRETE SITUATIE
Evenals in hoofdstuk VI het geval was, zijn we door de onderling afwijkende
uitgangspunten van de verschillende modellen genoodzaakt enige kleine
modificaties in sommige modellen aan te brengen, teneinde een zinvolle ver-
gelijking van de uitkomsten van de modellen mogelijk te maken.
In de eerste plaats kennen het model van 66n machine zonder opvolgers
(model a) en het model van de oneindige keten van identieke machines
(model b) geen tevoren bepaalde beslissingstijdstippen. Aangezien echter de
exploitatie-overschotten en de restwaarden bij veronderstelling slechts op
discrete tijdstippen kunnen worden gerealiseerd, was het noodzakelijk van
deze modellen een discrete versie te gebruiken, waarvan de uitkomsten, de
optimale vervangingstijdstippen dus, automatisch eveneens discreet zijn.
Rekentechnisch is het dan eenvoudiger om via trial and error rechtstreeks
het maximum te bepalen van de discrete versie van formule (3.2) resp. (3.9)
dan een discrete vorm van de formules (3.3) resp. (3.10) of (3.11) te gebruiken.
Ten tweede bezitten de modellen a en b benevens het model van Terborgh
(model c) geen eindige planhorizon: het enige doel van deze modellen is de
bepaling van de optimale vervangingsbeslissing betreffende de eerste machine
in de keten. Dit is trouwens ook de enige mogelijkheid die deze modellen
bieden, zodat het niet mogelijk is een optimale vervangingspolitiek gedurende
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het gehele plantijdvak uit te stippelen, als men een van deze modellen han-
teert. Alleen het dynamische-programmeringsmodel en het lineaire-pro-
grammeringsmodel resulteren in een optimale vervangingspolitiek die op het
gehele plantijdvak betrekking heeft, waarbij de term 'optimaal' moet worden
verstaan in de betekenis die ieder model aan dit begrip hecht.
Omdat de eerstgenoemde vier modellen, betrekking hebben op telkens
66n machine, kunnen we ten aanzien van deze modellen volstaan met het in
beschouwing nemen van 66n exemplaar van ieder type. Krachtens de ver-
onderstellingen gedragen de andere exemplaren zich immers precies het-
zelfde.
4. HET MODEL VAN EEN MACHINE ZONDER VERDERE OPVOLGERS
Het model van 66n machine zonder verdere opvolgers wordt ten aanzien van
alle typen machines toegepast met als referentie-tijdstip t = 0. Dit betekent
dus met betrekking tot de typen 1 en 2 dat alles wat zich v66r dit tijdstip
heeft afgespeeld, buiten beschouwing wordt gelaten, hetgeen overigens geen
invloed heeft op de bepaling van de optimale levensduur: deze bedragen
fungeren immers als constanten. De resulterende optimale kapitaalwaarden
hebben derhalve betrekking op de cash flows die na t=0 ontstaan. Ten
aanzien van type 3 wordt opgemerkt dat het tijdstip waarop voor het eerst
in dit type wordt geinvesteerd, niet vaststaat: hoewel dit type gedurende het
gehele plantijdvak op de markt voor investeringsgoederen wordt aangebo-
den, is daarmee niet gezegd dat de onderneming meteen op tijdstip 0 van
deze gelegenheid gebruik moet maken. Er moeten met andere woorden twee
vragen worden gesteld: eerstens op welk tijdstip moet de (eerste) investering
in type 3 plaats vinden, ten tweede hoe groot is de optimale levensduur van
deze investering? Het onderhavige model is evenwel niet in staat de eerste
vraag te beantwoorden, daar het startpunt van een keten in de klassieke ver-
vangingsmodellen een gegeven is. Is aan deze eis niet voldaan, zoals hier,
dan is de enige mogelijkheid, het investeringstijdstip te stellen op het be-
slissingstijdstip en vervolgens de optimale levensduur en de kapitaalwaarde
uit te rekenen. Is de laatste niet negatief dan wordt de investering inderdaad
gerealiseerd, in het andere geval niet. Het model is dus 'bijziende', inzoverre
andere mogelijke tijdstippen van investering buiten beschouwing worden
gelaten. Om deze reden ook blijft type 4 buiten de analyse, omdat dit type
pas op tijdstip 4 voor het eerst op de markt voor investeringsgoederen wordt
aangeboden.
Het resultaat dat uit de berekeningen volgt, luidt:
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Type tijdstip van tijdstip waarop kapitaalwaarde op
installatie levensduur eindigt t = 0 per exemplaar
1                       -2                                 1                                        118,18
2                  -1                           6                                250,58
3                 0                     9                           76,22
De volgens dit model optimale beslissing op tijdstip 0 luidt dus: handhaaf de
aanwezige machines van de typen 1 en 2 en investeer in type 3. Het model
geeft geen uitsluitsel omtrent de omvang van de laatstgenoemde investering:
deze moet buiten het model worden bepaald. De genoemde optimale kapi-
taalwaarden hebben slechts een beperkte betekenis: deze worden immers
bepaald op basis van cash flow-reeksen van verschillende lengte en kunnen
dus niet zonder aanvullende veronderstellingen omtrent de gang van zaken
na de tijdstippen van 'overlijden' met elkaar worden vergeleken.
5. HET MODEL VAN DE ONEINDIGE KETEN VAN IDENTIEKE MACHINES
In tegenstelling tot de vorige paragraaf moet bij de bepaling van de optimale
levensduur volgens het model van de oneindige keten van identieke machines
rekening gehouden worden met de gedragingen van de machines vanaf hun
tijdstip van installatie. Wat de typen 3 en 4 betreft, gelden hier dezelfde op-
merkingen als in par. 4: ook het onderhavige model is bijziende.
Zoals te verwachten was, zijn de volgens dit model bepaalde optimale
levensduren korter  dan  bij de toepassing  van  het  in de vorige paragraaf aan
de orde gestelde model. De resultaten zijn:
Type tijdstip van tijdstip waarop kapitaalwaarde van de
installatie levensduur eindigt oneindige keten op het
tijdstip van installatie
1                -2                             0                                 221,90
2                       -1                                           1                                                357,90
3               0                         8                            135,72
De volgens dit model optimale beslissing op tijdstip 0 luidt derhalve: vervang
de  machines  van  type 1, handhaaf de machines  van  type  2 en investeer in
type 3 in een omvang die wederom buiten het model moet worden bepaald.
De kapitaalwaarden van de oneindige ketens op de tijdstippen van instal-
latie van de eerste schakel van de keten hebben geen eigen betekenis, aan-
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gezien er in feite geen oneindige identieke keten is. Duidelijk blijkt dit bij
type  1: de oude machines van dit type worden vervangen door beslist niet
identieke nieuwe machines. Men moet het model van de oneindige identieke
keten zoals dit hier is toegepast, dan ook zien als een min of meer vergeefse
poging om rekening te houden met gebeurtenissen die zich voordoen na af-
loop van de levensduur van een aanwezige machine.
6. HET MODEL VAN TERBORGH
Het model van Terborgh is wel in staat te beoordelen of op tijdstip 0 reeds
geInvesteerd moet worden in  type 3 of niet. Dit model beschouwt  deze  in-
vestering nl. als een vervanging van een dummy machine waarvoor geldt
Q=S=C=0.D e uitkomsten van het model betreffen alleen de beslis-
singen op tijdstip 0: het model geeft geen optimale levensduren of kapitaal-
waarden. De resultaten zijn:
Type Adverse minimum Adverse minimum Beslissing op tijdstip 0
verdediger uitdager
1 60,0 53,7 vervangen
2 31,0 30,0 vervangen
3 110,0 110,3 nietvervangen
Er moet dus op tijdstip 0 nog niet worden geinvesteerd in type 3.
7. HET DYNAMISCHE-PROGRAMMERINGSMODEL
In tegenstelling tot de drie voorafgaande modellen bepaalt het dynamische-
programmeringsmodel een optimale vervangingspolitiek voor het gehele
plantijdvak. Hierbij moet echter worden aangetekend dat de resulterende
optimale beslissingen voor de tijdstippen 1 t/m 9 slechts indicatief van aard
zijn: deze beslissingen zijn immers gebaseerd op een korter plantijdvak dan
de eerste beslissing.
Alvorens dit model te kunnen toepassen moet echter de moeilijkheid van
het niet synchroon zijn van investeringsmogelijkheden en plantijdvak worden
opgelost. Ten aanzien van type 2 geldt dat dit type slechts tot en met tijdstip
5 verkrijgbaar is. Deze moeilijkheid wordt ondervangen door te veronder-
stellen dat na dit tijdstip een dummy machine kan worden geinstalleerd die
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niets kost en niets opbrengt. Een soortgelijke oplossing kan worden gevon-
den voor de bepaling van het optimale begintijdstip van een keten van type 3
en type 4. De dummy van type 3 kan onmiddellijk worden vervangen, de
dummy van type 4 niet eerder dan op tijdstip 4. De resultaten van de bereke-
ningen luiden dan als volgt:





De beide aanwezige typen moeten dus onmiddellijk worden vervangen. De
vervanging van type 2 op tijdstip 8 is een vervanging door een dummy; op
dit tijdstip eindigt dus de keten van machines van type 2. De overige typen
blijven tot aan de planhorizon aanwezig. Het blijkt gunstiger te zijn om niet
onmiddellijk zodra de gelegenheid zich voordoet, in de typen 3 en 4 te in-
vesteren, maar pas op de tijdstippen 3 resp. 5, althans voor zover de gegevens
op tijdstip 0 strekken; het is zeer wel mogelijk dat de aangegeven optimale
beslissingen voor de tijdstippen later dan 0 een wijziging ondergaan als het
plantijdvak een periode is opgeschoven.
Ook in dit model wordt de omvang van de investeringen in de typen 3 en 4
in het midden gelaten. Deze moeten wederom buiten het model om worden
bepaald.
De cash flow patronen die per enketvoudige machineketen gedurende het
plantijdvak ontstaan, zijn weergegeven in de volgende tabel:
Type
0    1   2     3    4     5    6    7    8    9   10
1                        - 80    80 70 -85 100 100 100 100   95   95  300
2                 - 10   67   31        80    67      36    80    65   125     -     -
3    - - - -600 180 172   23 195 190 180  484
4       -  - -   -  - -222  83  51  85 100 210
8.   DE SIMULTANE INVESTERINGS- EN FINANCIERINGSPOLITIEK:
DE L.P. BENADERING
De concrete situatie, vertaald in het 1.p.-model leidde tot een lineair pro-
grammeringsprobleem met 216 variabelen en 196 voorwaarden. Van de
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variabelen waren 196 x-variabelen (in termen van hoofdstuk V) en 20 y-
variabelen. De voorwaarden waren samengesteld uit elf liquiditeitsvoor-
waarden conform (5.12), 66n voorwaarde betreffende de gecumuleerde en
gedisconteerde liquiditeit, in algemene termen weergegeven in (5.13), 164
vervangingsrestricties (5.18) en 20 financieringsrestricties in de vorm van
(5.15). Voorwaarde (5.19) is niet als afzonderlijke voorwaarde opgenomen,
maar is tevoren in het model gesubstitueerd, met name om het aantal voor-
waarden te beperken. De twintig financieringsvoorwaarden bleken te kunnen
worden verwerkt als zogenaamde bounds, waardoor de cotfficiEntenmatrix
tenslotte een omvang kreeg  van 177 rijen  en 216 kolommen. Wegens  de
omvang van het probleem moest worden afgezien van het opleggen van de
eis van geheeltalligheid aan de x-variabelen.
De optimate oplossing 1 van het probleem, waarbij b, = 0 (t = 0,..., 10)
luidt als volgt:
X1-20 = 0
X2-10 =  
X200 = X201 = X202 = X203 = 5
X211   =  2,5
X222 = X223 = X224 = 5,6
X133   -  2,9
X244 = X245 = 14,3
X255 = 14,7
X466 = 34,8
X477 = X478 = X479 = X4710 = 44,1
X488 = X489 = X4810 - 69,4
X499 - X4910 = 57,7
Y i t  =80          t  -0....,9
Yit -50     1 -0,...,9
Liquiditeitsoverschot op tijdstip t (t - 0,.. ; 9) : 0
Liquiditeitsoverschot op tijdstip 10: 15.784,45
Overschot cumulatieve gedisconteerde liquiditeit op tijdstip 10: 37.677,06
Kapitaalwaarde: 10.413,67
Alle overige variabelen hebben in deze optimale oplossing de waarde nul.
De op tijdstip 0 te nemen beslissingen omvatten dus het buiten gebruik
stellen van alle aanwezige machines, waarbij type 1 niet vervangen wordt en
1    We geven hier alleen die elementen uit de oplossingsvector die voor ons doel van belang
zijn. Weggelaten zijn de waarden van de verschilvariabelen van de vervangingsrestricties,
voorzover in de basis opgenomen, en alle basisvariabelen met de waarde nul.
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de drie machines van type 2 worden vervangen door 5 nieuwe exemplaren,
en voorts het aantrekken van de beide financieringsvormen tot hun maximale
bedrag. Wederom geven de resulterende optimale beslissingen voor de
overige tijdstippen slechts een indicatie.
De behaalde kapitaalwaarde ad 10.413,67 kan als volgt over de verschil-









Bezien we deze oplossing wat nader, dan valt in de eerste plaats op dat niet
geinvesteerd wordt in type 3 hoewel dit type op zichzelf beschouwd wel
degelijk een positieve kapitaalwaarde kan opleveren (vergelijk par. 7 van dit
hoofdstuk). Blijkbaar is het voordeliger de schaarse financieringsmiddelen
aan te wenden voor investering in andere typen. Dit blijkt ook uit de scha-
duwprijzen van de variabelen die corresponderen met nieuw te installeren
machines  van  type  3:
Variabele Schaduwprijs Variabele Schaduwprijs
X3OO 902,30 85,32X353








Deze schaduwprijzen geven aan, hoeveel de kapitaalwaarde marginaal zal
dalen indien  men  de bij behorende variabele  in de basisoplossing brengt. De
schaduwprijs van x366 is nul omdat deze variabele reeds in de basisoplossing
voorkomt, zij het met de waarde nul. Schaduwprijzen zijn mede afhankelijk
van de totale combinatie van basisvariabelen en kunnen daarom niet zonder
meer worden opgeteld. Uiteraard hebben ook de overige X3,:-variabelen een
schaduwprijs, maar deze zijn minder interessant omdat deze variabelen
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wegens de vervangingsrestricties (5.18) alleen dan met een positieve waarde
in de basisoplossing kunnen worden gebracht, als de met deze variabelen
corresponderende x34 reeds daarin is opgenomen.
Een tweede opvallende eigenschap van de optimale oplossing, zoals deze
hierboven is weergegeven, is dat er geen sprake is van enkelvoudige ketens
van machines, ook niet per type. Type 1 vertoont een onderbreking waar het
alleen voorkomt v66r tijdstip 0 en tussen de tijdstippen 3 en 4; de typen 2
en 4 vertonen wat wij genoemd hebben overlappingen, in de zin dat op een-
zelfde tijdstip machines aanwezig zijn van hetzelfde type, maar van verschil-
lende installatie-datum.
Ten derde blijkt uit de oplossing dat van een machine van een bepaald type
en een bepaalde installatie-datum steeds alle exemplaren tegelijk buiten ge-
bruik gesteld worden. Dit verschijnsel ligt in de gegeven omstandigheden
voor de hand: de beslissing omtrent het buiten gebruik stellen is gegrond op
de economische eigenschappen (inclusief de relatieve concurrentiepositie)
van de machines in kwestie en deze zijn voor alle exemplaren dezelfde. Zijn
er evenwel andere restricties in het spel, bijvoorbeeld afzetrestricties in het
geval van een in de tijd dalende afzet (dus restricties in de vorm van (5.14))
en zijn deze restricties tevens bindend, dan kan het voorkomen dat machines
van hetzelfde type en dezelfde installatiedatum meer geleidelijk buiten ge-
bruik worden gesteld.
Een vierde punt dat in de oplossing de aandacht verdient, is dat de geboden
financiEle ruimte ten volle wordt benut: de beide financieringsvormen worden
elk tot het maximale bedrag aangetrokken en ook de overige inkomende
middelen worden onmiddellijk voor herinvestering gebruikt, voorzover dat
mogelijk is. Dientengevolge is er alleen op tijdstip 10 een liquiditeitsover-
schot, omdat bij veronderstelling er dan immers geen investeringsbeslissingen
meer worden genomen.
Dat financieringsvorm 1 telkens tot het volle bedrag wordt opgenomen is
niet verwonderlijk: er behoeft slechts 8 % rente te worden betaald terwill de
opbrengst minstens  10 % (de calculatorische rentevoet) bedraagt. Finan-
cieringsvorm 2 daarentegen heeft op zichzelf beschouwd een negatieve
kapitaalwaarde (zie ook het tabelletje op blz. 136). In feite echter wordt een
hogere opbrengst dan 10 % behaald (de totale kapitaalwaarde is immers
positief) zodat ook financieringsvorm 2 uit de rode cijfers komt. De schaarste
van de beide financieringsvormen blijkt ook uit de schaduwprijzen van de
(verschilvariabelen van de) financieringsvoorwaarden, die in het onder-
staande staatje zijn weergegeven:
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Financieringsvorm Schaduwprijs Financieringsvorm Schaduwprijs
per tijdstip per tijdstip
Yio 6,18 Y20 2,45
Yii 4,51 921 1,61
712 3,51 Yll 1,52
Y13 2,46 Y23 0,76
Y14 2,07 Y24 0,95
Yls 1,36 Y25 0,44
Y16 1,08 Y26 0,46
Y17 0,70 Y27 0,48
Y18 0,23 Y28 0,12
Y19 0,11 Y29 0,08
Deze schaduwprijzen geven de marginale stijging (daling) aan van de totale
kapitaalwaarde per eenheid extra (minder) beschikbaar vermogen van de
desbetreffende soort en het desbetreffende tijdstip. Dat de schaduwprijzen
voor financieringsvorm top overeenkomstige tijdstippen hoger zijn dan voor
financieringsvorm 2 ligt voor de hand, gezien de verschillen in de rente-ver-
plichtingen.
In het voorgaande is reeds aangegeven wat marginaal gesproken de gevolgen
zijn van een afwijking van de optimale politiek ten aanzien van de financie-
ring. Thans zullen we enige aandacht schenken aan de consequenties van
soortgelijke afwijkingen ten aanzien van de fysieke investeringen. In beginsel
zijn hier drie mogelijkheden, nl.:
a.  er wordt geinvesteerd in een nieuwe machine van een bepaald type op een
bepaald tijdstip die niet in de optimale oplossing voorkomt;
b. de levensduur van een bepaalde machine wordt verlengd;
c.  de levensduur van een bepaalde machine wordt verkort.
Ad a. De marginale consequenties voor de kapitaalwaarde van het tegen
beter weten in investeren in type 3 zijn hierboven reeds besproken. Voor de
overige typen gelden de volgende schaduwprijzen:
Variabele Schaduwprijs Variabele Schaduwprijs Variabele Schaduwprijs
X1OO 191,01 X144 249,31 X166 152,40
Xlll 244,36 X444 256,88 X177 191,29
X122 42,08 X155 93,43 X188 23,85
X233 123,58 X455 102,16 X199 18,97
Zoals hierboven reeds bij type 3 werd opgemerkt zijn de schaduwprijzen van
de variabelen die het aantal gehandhaafde machines van bovenstaande ka-
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rakteristiek aangeven, niet interessant. Men kan een machine immers slechts
handhaven als men op een eerder tijdstip een nieuw exemplaar daarvan heeft
geinstalleerd.
Ad b. De verlenging van de levensduur van een bepaalde machine met 66n
periode betekent dat men, gegeven dat xj,t met een positieve waarde in de
basisoplossing voorkomt, de niet-basisvariabele x in de basis wil op-jr, t t 1
nemen. De consequenties voor de kapitaalwaarde worden wederom door
de schaduwprijzen van deze niet-basisvariabelen aangeduid. De schaduw-
prijzen van de desbetreffende variabelen zijn:
Variabele Schaduwprijs Variabele Schaduwprijs
X1-20 72,26 X225 10,76
X2-10 22,85 X246 64,35
X212 5,60 X256 26,62
X134 15,58 X467 20,55
X204 55,29
Dus als men bijvoorbeeld de levensduur van een machine van type 2 en
installatiedatum T = 2, welke levensduur volgens de optimale oplossing
eindigt op t = 5, met 66n periode zou verlengen, dan zal de kapitaalwaarde
marginaal dalen met 10,76.
Ad c. Bij de bespreking van een verkorting van de levensduur moeten we ons
beperken tot machines die binnen het plantijdvak een optimale levensduur
hebben van meer dan 66n periode. Doen we dit niet, dan zou dit betekenen
dat een basisvariabele een kleinere waarde zou worden gegeven; het effekt
daarvan is niet zonder meer te bepalen 2. Het verkorten van de levensduur
van een machine komt rekentechnisch neer op het opnemen van de verschil-
variabele van de desbetreffende vervangingsrestrictie in de basis. Het mar-
ginale effekt daarvan blijkt uit de bijbehorende schaduwprijs. Ook hier geldt
dat schaduwprijzen slechts afzonderlijk geldig zijn, zodat we slechts 66n in-
greep tegelijk in de optimale oplossing kunnen evalueren. Dit is gebeurd in
de volgende tabel:
2   Een methode om dit efTekt te bepalen is het achteraf toevoegen van een voorwaarde
aan het model, die deze basisvariabele dwingt tot een lagere waarde. Dit is echter een
nogal omslachtige methode.
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Type Installatie- Aantal Optimale Verkorting Marginale daling
tijdstip aanwezig levensduur levensduur kap. waarde per
in perioden in perioden afgedankte machine
17,48
11 2,7240,33
1                       2,042             2               5,6                3                <2                    60,54
2          4           14,3             2              1                35,62
4           7            44,1            23             <1 3                5,2423            2 48
4              8 69,4 22              13               3,96
De vrij grote verschillen in deze schaduwprijzen worden niet alleen veroor-
zaakt door de direkte economische gevolgen van de levensduurverandering
van de machine zelf, maar ook doordat deze machine op de verschillende
tijdstippen moet concurreren tegen telkens andere machines.
Tot nu toe is steeds aangenomen dat de elders vanuit de onderneming be-
schikbaar gestelde bedragen (de bedragen b,) steeds gelijk waren aan nul.
Men kan dit ook interpreteren als de veronderstelling dat er geen uitkeringen
aan derden als dividend e.d. worden gedaan. Wat zijn de gevolgen voor de
kapitaalwaarde als er wel uitkeringen gedaan worden?
De direkte gevolgen manifesteren zich in de liquiditeitsvoorwaarden,
waarvan de rechterleden (na herleiding tot 5 -voorwaarden) deze bedragen
omvatten. Niettemin zeggen de schaduwprijzen van (de verschilvariabelen
van) de liquiditeitsvoorwaarden, welke schaduwprijzen men kan associ6ren
met de rechterleden, op zichzelf weinig, omdat deze rechterleden bestaan uit
de tot het desbetreffende tijdstip gecumuleerde bedragen aan beschikbaar
gesteld (resp. niet uitgekeerd) eigen vermogen. Met andere woorden, als men
een bepaald rechterlid verlaagt, dan dalen automatisch de rechterleden van
alle volgende liquiditeitsvoorwaarden. Wil men derhalve de schaduwprijs
van b, bepalen, dan moet men de schaduwprijzen van de rechterleden vanaf
de voorwaarde die op tijdstip t betrekking heeft, optellen en wel rekening
houdend met de calculatorische rentefaktor. Hoewel dit in het algemeen niet
geoorloofd is, bleek in het onderhavige geval de basisoplossing qua samen-
stelling zeer stabiel te zijn, voor wat betreft de gevoeligheid voor verande-
ringen in de rechterleden van de liquiditeitsvoorwaarden. Enig experimen-
teren met verschillende waarden van b, leerde dat de kapitaalwaarde inder-
3 Gerekend vanaf tijdstip  10.
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daad veranderde conform de hiervoor genoemde optelsom, zodat we inder-
daad kunnen spreken van de schaduwprijs van bt. In de onderstaande tabel
zijn de uitkomsten vermeld:




0        12,22            6        1,31
1             8,70                7           0,75
2            6,31                 8           0,23
3         4,26            9        0,09
4         3,12           10        0
5         1,92
Deze schaduwprijzen geven dus de marginale daling van de kapitaalwaarde
aan per eenheid op tijdstip t uitgekeerd bedrag. Ze gelden alleen per afzon-
derlijk tijdstip, uitgaande van de bovengenoemde optimale oplossing en dus
niet in combinatie.
Tenslotte is de gevoeligheid van de oplossing voor fouten in de gegevens
nagegaan voorzover dit mogelijk was. (Deze gevoeligheid kan nl. telkens
slechts voor ieder gegeven afzonderlijk worden bepaald en in principe niet
voor een combinatie daarvan.) Daartoe zijn de grootste en kleinste waarden
bepaald van de co6ffici6nten van de doelfunktie en van de rechterleden van
de voorwaarden waarbinnen de samenstelling van de basisoplossing niet
verandert. In het overgrote deel van de gevallen bleken deze grenzen ruim te
zijn. Slechts de co6ffici6nt van X255 in de doelfunktie is kritiek: de boven-
grens van deze co6ffici6nt valt samen met de coafficient zelf. De variabele
die in de basis wordt opgenomen bij overschrijding van deze grens heeft
echter een schaduwprijs ter grootte van nul, met andere woorden hier is
sprake van een alternatieve oplossing. Deze oplossing bestaat dus uit de-
zelfde variabelen  als de huidige, met uitzondering  van  x255 die vervangen
wordt door de nieuwe variabele, welke een verschilvariabele is van een
vervangingsrestrictie. De oude basisvariabelen krijgen wel een andere waarde
maar de kapitaalwaarde blijft dezelfde.
Het boven weergegeven 1.p. probleem is opgelost met behulp van het ICL
programma voor lineaire programmering    # XDLA   mark   3   op   de   ICL
1903A-computer van de Katholieke Hogeschool te Tilburg. Deze computer
heeft een werkgeheugen van 32K woorden, welk geheugen vrijwel geheel
door dit probleem in beslag werd genomen. Het probleem is verwerkt als een
non-system job en vergde in totaal (dus inclusief invoer, uitvoer, lijsten van
de input, object ranging en right hand side ranging) bijna elf minuten. Er
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waren 129 iteraties nodig  voor het bereiken  van de optimale oplossing  van
dit (sterk gedegenereerde) probleem.
9. SAMENVATTING
In het voorgaande zijn de efrekten die de verschillende modellen kunnen
teweegbrengen, geillustreerd aan de hand van een rekenvoorbeeld. De ge-
gevens hiervoor zijn zo gekozen dat deze effekten duidelijk in het oog vallen,
en moeten dan ook niet gezien worden als weergave van een realistische
situatie.
De resultaten die de diverse modellen geven, zijn schematisch weergegeven
in figuur 6. Uit deze figuur blijkt dat het model van 66n machine zonder
verdere opvolgers, vergeleken met alle overige modellen, de aanwezige
machines te lang handhaaft en te vroeg overgaat tot investering in type 3.
Vergeleken met het lineaire-programmeringsmodel wordt zelfs ten on-
rechte in type 3 geinvesteerd. Deze opmerkingen gelden in iets mindere
mate voor het model van de oneindige keten van identieke machines, waar
tenminste de aanwezige machines van type  1  op tijd buiten gebruik gesteld
worden.
Wat de beslissing op tijdstip 0 betreft, geven het model van Terborgh en
het dynamische-programmeringsmodel hetzelfde resultaat. Dit hoeft in het
algemeen echter niet het geval te zijn, aangezien het effekt van de toekomstige
economische omstandigheden op de eerste te nemen beslissing door deze
modellen  op verschillende wijze wordt geavalueerd: bij Terborgh speelt  in
feite alleen de direkte uitdager een rol, in het dynamische-programmerings-
model worden alle mogelijke opvolgers in de beschouwing betrokken. Ver-
geleken met het 1.p.-model wordt echter type 1 ten onrechte vervangen en
had het aantal machines van type 2 moeten worden uitgebreid tot 5.
Uit het voorgaande moge duidelijk zijn geworden dat de veronderstellin-
gen waarop de verschillende modellen steunen, een doorslaggevende invloed
hebben op de uiteindelijk te nemen beslissingen. Naar onze mening geeft het
1.p. model, zij het enigszins onbeholpen, de meest bruikbare resultaten. In de
praktijk zal een dergelijk model waarschijnlijk effici6nter kunnen worden
opgelost, met name als men tevoren reeds enig idee heeft van de te verwach-
ten levensduur van de alternatieven. De 'om een of andere onnaspeurlijke
reden' zo favoriete periode van  10 jaar waarover Meij spreekt  ([53],  blz.  10)
zal toch wel enigermate op ervaringen berusten. Dergelijke informatie vooraf
kan mogelijk de omvang van het model en daarmee tevens de tijd nodig voor
het oplossen ervan, reduceren.
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Type 3           |                                             |
Type 2     1               3                1
Typel|      ,  2  .      1      ,
-2 -1 0 1 234 5 6 4 6    6   1ot
a. Het model van e'in machine zonder verdere opvolgers
Type 3                1
Type 2 | 3     || 3 i
Typel
I
2   |24
. 3
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 6 9   10 t
b. Het model van de oneindige keten identieke machines
Type 2 F3-135
Type 1   |         2           1 2 2
)
-2 -1 0 1 23 6 6 7 8 9   10 t
c. Het model van Terborgh
Type 4 1--11--11-ir  
Type 3                               |                  11
Type 2 |3| 3 # 3 11 3      1
Typel|     2      |        2                                 2 .,
-· 2 -1 0 1 2345678 9   10  t
d Het dynamische-programmeringsmodel
Type 4 | 6 T
| 34,8|| 44,1
Type 2 -    1  3
1
12,5 |1 5,6 1114,7
5  || 14.3
Typel 1 2 r=-1                  --2 -1 0 1 2 3 4 5 6    7 8 9   1Ot
e. Het lineaire-programmeringsmodel
Figitur 6. De investerings- en vervangingspolitiek volgens de verschillende modellen.
Summary
The replacement of durable equipment
The problem of determining the optimal lifetime of a piece of durable equip-
ment has been the object of many studies. In the older Dutch literature the
problem was mainly treated as a part of the problem to determine the so-
called 'correct' unit cost for which problem a 'good' depreciation method
must be available and therefore a'good' estimation of the economic duration
of life must be necessary. Though this is an important problem, in this study
we emphasize the aspect of investment appraisal and replacement policy.
In classical literature on investment decisions the analysis mostly assumes
an exogenically given duration of life of the alternatives; the classical
problem is then to select an optimal investment from a given set of alterna-
tives. The basis for this selection is one of the well known decision criteria:
the pay-back period, the internal rate of return or the discounted cash flow
(in German: Kapitalwert).
This approach, though lateron extended (e.g. capital rationing, given
budget restrictions, etc.) is rather unsatisfactory. First, the dynamic character
ofthe decision situation is more or less neglected because very often only one
moment of decision is assumed, though in reality the possibility of a post-
ponement of the investment may certainly be present.  So at least there should
be more moments of decision. Second, the assumed fixed lifetime of the in-
vestment alternatives wrongly reduces the number of degrees of freedom:
the in reality always present possibility to decide to scrap a present piece of
equipment is prohibited. Third, the classical approach may lead to a sub-
optimization because neither the consequences of the present decision for
future decisions nor the present state of the firm are explicitly taken into
account. This results, among other things, into an abstraction from tech-
nical progress, a phenomenon often inspiring to invest.
Within the framework of investment analysis one can treat the replace-
ment policy in two ways, which are more or less extensions of each other.
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The first approach deals with the economic mechanism of the replacement
as such and aims at determiningthe optimal economic lifetime ofeach separate
link of a chain of durable equipment that manifests itself in the course of
time. The framework wherein this mechanism operates however, is not taken
into account, so questions about assignment of scarce means are not
answered. Nor is the question raised whether replacement should really be
passed on to, only the question 'when?' is taken into consideration, given
that replacement will take place. Thus the replacement problem is in fact
treated as very different from the general investment problem, which is
obviously wrong; replacement in fact requires two separate decisions: one
for scrapping the old asset and one for investing a new one. These decisions
may, but do not need to coincide. Each of these decisions will be influenced
by scarcity of means and as each decision in its turn influences this scarcity,
the decisions are mutually dependent.
The second approach gives due to these considerations and tries to estab-
lish an optimal investment and financing policy during a given planning
period, taking into account the financial and technical constraints this op-
timization is subject to.
Throughout the study we have taken the following premises as starting
points:
-  Decisions are taken at a moment of time and do not require time them-
selves;
- Though the models discussed give so-called optimal solutions, the ultimate
decisions should be taken on the grounds of more arguments than can be
expressed in a model;
- All magnitudes are treated as being deterministic, not because the im-
portance of an analysis of risk and uncertainty is denied, but because of
our doubt whether the specifications of attitudes towards risk and un-
certainty required for this kind of analysis can be given;
- The classical starting point is accepted that the individual firm has no
infuence on market relations concerning the buying as well as the selling
side of the market;
- The words lifetime, duration of life etc. always mean economic lifetime
etc. unless otherwise specified. In our opinion it is always possible to base
the termination of life on economic grounds: theoretically one can extend
a technically restricted lifetime indefinitely though, perhaps, at very great
Costs;
- The function of an individual piece of equipment in the firm is assumed
to be given. This means that only one technique of production has been
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supposed. Though not all models require this assumption, acceptance of
it does not violate the generality of the analysis and keeps the size of the
models within reasonable limits.
Chapter I of this study gives a general introduction and lines out the problem
and the starting points for the analysis. Also a very short review is given of
the historical development of the analysis of the replacement problem.
Chapter II deals with the classical theories on investment analysis and the
decision criteria used here. Chapter III discusses the, what we called, classical
replacement models which focus at the determination of the optimal lifetime
of each link of a chain of machines. This chapter also discusses the theory by
Terborgh though this theory has in fact a different starting point, namely the
chain of decisions rather than a chain of machines. Nevertheless Terborgh
transforms the problem back to a chain of machines by means of assump-
tions which are very characteristic for this theory. Therefore we still discussed
this theory in this chapter. Also the theory by J. L. Meij finds its place in
this chapter, though at first glance this theory is difficult to assign to a par-
ticular category of theories.
Chapter IV gives the approach by means of dynamic programming; not
the chain of machines is emphasized but the chain of subsequent decisions,
each of which serves as a base for a next decision. This approach however,
gives raise to difficulties of arithmetical nature, especially as for the solution
of the models, as soon as one tries to make these models more realistic.
Therefore we tried to avoid these difficulties by approaching the problem by
(integer) linear programming, which approach is discussed in chapter V.
First a model by Albach is discussed (in its static as well in its dynamic ver-
sion) but a closer look shows that some improvements can be made. This is
done in the fifth section of this chapter where also attention has been given
to the influence of corporate taxes, to interdependency between the economic
and technical characteristics of the alternate pieces of equipment and to the
requirement that the solutions of the model should be integer.
It turns out that this 1.p. approach offers ample possibilities to take into
account several situations. This raised the question whether the reverse was
also true: can, by adding appropriate assumptions, the 1.p. model be trans-
formed in such a way that it covers the same situations as described in
chapters III and IV? Chapter VI deals with this question. It turns out that
the answer is yes as concerning the most important models of chapter III
and IV; however as for some details a few concessions had to be made.
The presentation of the various models as such hardly allows drawing
conclusions as for their mutual similarities and their differences. Therefore
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we sketched in chapter VII a hypothetical case that we analyzed and solved
by the models shown. Obviously conclusions drawn from a case cannot have
much general value, but in our opinion such an example can throw a
brighter light on the specific properties of the models discussed, though it is
only an illustration.
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Stellingen
1
De veel gepropageerde methode ter bepaling van de jaarlijkse afschrijving
van een duurzaam produktiemiddel, zodanig dat de som van afschrijvingen
en complementaire kosten per eenheid produkt gedurende de levensduur
minimaal is, steunt op een aantal onrealistische, impliciete of expliciete
veronderstellingen.
II
Het vaststellen van de periodieke afschrijving van een duurzaam produktie-
middel vormt een vraagstuk dat in principe onafhankelijk van de bepaling
van de optimale economische levensduur moet worden beschouwd. Slechts
in zoverre aan de afschrijvingsmethode fiscale consequenties verbonden zijn,
waardoor via de belasting op de winst de cash flow wordt beinvloed, hangen
beide vraagstukken met elkaar samen.
III
De stelling van Mulder, dat een herbeleggingsveronderstelling bij het toe-
passen van de interne-rentevoetmethode overbodig is, is alleen dan juist als
aan de volgende voorwaarden is voldaan:
a. er is slechts 66n investeringsprojekt;
b. dit projekt wordt in zijn geheel gefinancierd met speciaal daarvoor aan-
getrokken vermogen, dat slechts dan ter beschikking van de onderneming
wordt gesteld als het projekt wordt gerealiseerd;
c.  de cut-off rate is vastgesteld met betrekking tot alleen dit specifieke pro-
jekt, met het desbetreffende investeringsbedrag en dito cash flow-patroon.
Met andere woorden, de cut-off rate moet betrekking hebben op het
rendement per gulden nog in dit projekt opgesloten vermogen.
(Vergelijk K. J. Mulder: Discounted cash flow analysis and investment
policy; Management International Review, vol. 9 (1969), no. 4/5, blz.
136-137).
IV
Wetenschappen die zich tot dusverre bewogen hebben op terreinen als urban
planning, educational systems e.d. kunnen met vrucht gebruik maken van
operations research. Het is echter niet juist dergelijke (nieuwe) toepassings-
gebieden te beschouwen als (nieuwe) specialisaties van de operations re-
search.
V
Waar zowel operations research als systeem theorie uitgaan van het defini-
eren van een systeem en dit systeem vervolgens weergeven in een model, is
een scheiding van deze benaderingswijzen niet zinvol.
VI
De stelling van J8nsch, dat het uit theoretisch oogpunt niet buitengewoon
zinvol is dat men bij investeringsplanning het fiscale afschrijvingsregime als
gegeven beschouwt, is in zijn algemeenheid niet juist.
(Vergelijk G. Jansch: Wirtschaftliche Nutzungsdauer von Anlagegutern und
gewinnmaximale Abschreibungen; Schma/enbachs Zeitschr(ft filr betriebs-
wirtschaftliche  Forschung, 22. Jahrgang, Nr. 4 (april 1970), blz. 256).
                                 VII
Sommige als wetenschappelijk gekwalificeerde publikaties doen de vraag
rijzen of de auteur zijn inzichten heeft trachten te verduidelijken ofwel zijn
gebrek aan inzicht heeft trachten te verdoezelen.
VITl
De dwarsfluit is het minst efficidnte blaasinstrument. Aan deze eigenschap
ontleent het instrument echter juist zijn bekoring.
1X
Bladmuziek van werken uit de barok en de vroeg-klassieke periode, uitgege
ven met aanwijzingen omtrent dynamiek, frasering, articulatie en versiering,
om nog maar niet te spreken van 'verbeteringen' bij de uitwerking van de
becijferde bas, welke toevoegingen gebaseerd zijn op reeds lang achterhaalde
esthetische opvattingen resp. inzichten in de historische uitvoeringspraktijk,
dient uit de handel genomen te worden, daar deze uitgaven het stijlgevoel
van zowel uitvoerder als luisteraar aantasten.
X
De hardnekkigheid waarmee de Rijksvoorlichtingsdienst een folder een
vouwblad noemt, is een betere zaak waardig.
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